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1. まえがき

変分直接法の一つであるRitz法では，基底関数に

べき関数が用いられている．しかし，べき関数を用

いるRitz法では，級数項（べき関数の次数）が増大

すると剛性行列の条件数が大きくなって消去演算で

の丸め誤差の影響が顕著となることから，べき関数

の代わりに種々の関数が基底関数に用いられている．

また，平板の曲げ解析にRitz法を適用した場合，変

位や応力の十分な収束値を得るためには級数項を極

めて多く用いる必要があり，丸め誤差の影響を受け

易いべき関数を用いる p -Ritz法1)では高精度な応力

や合応力を計算することは困難となる．

本研究では，平板の曲げ解析において高精度な応

力と合応力を求めるために，p -Ritz法の試行関数に

改良を加える．基底関数には，Legendre多項式や第

一種Chebyshev多項式などの直交多項式と境界関数

を組み合わせた関数を用いる．さらに，p -Ritz法の

試行関数では高次項を省略した完全多項式状の変位

場が用いられるが1)，変位と応力の収束性を改善する

ために，高次項を省略せずに与えられた展開項数ま

での全ての項を用いる長方形状の変位場を採用する．

本報告では，改良した p -Ritz法を一次せん断変形

理論に基づく平板の曲げ解析に適用し，精度と適用

性を調べた結果について報告する．

2. 試行関数の改良

(1) 試行関数と基底関数

Mindlinの板曲げ理論に基づき，板中央面の変位を

次の試行関数で仮定する．

w(ξ, η) =

M∑
m=0

N∑
n=0

ϕw
mn(ξ, η) · cwmn

ϕx(ξ, η) =
M∑

m=0

N∑
n=0

ϕx
mn(ξ, η) · cxmn

ϕy(ξ, η) =
M∑

m=0

N∑
n=0

ϕy
mn(ξ, η) · cymn (1)

ここに，式 (1)の cwmn, c
x
mn, c

y
mnは未定係数である．

ϕw
mn, ϕ

x
mn, ϕ

y
mn は幾何学境界条件を満たす基底関数

で，次式で与える．
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図–1 関数 Fmn の階層図（変位場の採り方）

ϕw
mn(ξ, η) = ϕw

1 (ξ, η) · Fmn(ξ, η)

ϕx
mn(ξ, η) = ϕx

1(ξ, η) · Fmn(ξ, η)

ϕy
mn(ξ, η) = ϕy

1(ξ, η) · Fmn(ξ, η)

 (2)

式 (2)のϕw
1 , ϕ

x
1 , ϕ

y
1は，幾何学的境界条件を満足させ

るための境界関数である．また，p -Ritz法では関数

Fmnにべき関数が用いられるが，本研究では，Leg-

endre多項式，第一種 Chebyshev多項式について検

討する．

図−1 は，式 (1) の試行関数において，展開項数

M=N=4としたときの関数Fmnの階層図である．な

お，未定係数 cwmnなどについても同じ階層図となる．

p -Ritz法では，高次項を省略して，図の点線で囲ま

れた完全多項式状の変位場が用いられるが1)，本研究

では高次項を省略せずに与えられた展開項数までの

全ての項を用いる長方形状の変位場を採用する．

(2) 関数 Fmn

式 (2)の関数 Fmnには，p -Ritz法で用いられるべ

き関数の他に，Legendre多項式，第一種Chebyshev

多項式を用いる．

1) べき関数

Fmn(ξ, η) = ξm ηn (3)

2) Legendre多項式

Fmn(ξ, η) = Pm(ξ) Pn(η) (4)

3) 第一種 Chebyshev多項式

Fmn(ξ, η) = Tm(ξ) Tn(η) (5)
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図–2 剛性行列の条件数

3. 数値計算例による考察

計算モデルは，長さa，幅 b，厚さh，形状比a/b=1，

板厚比h/b=1/10の周辺単純支持板で，等分布荷重 q0

を満載する．材料定数は，弾性係数 E，ポアソン比

ν=0.3とし，せん断補正係数には k=5/6を用いる．

(1) 条件数による丸め誤差の影響の推察

べき関数を用いる p-Ritz法では剛性行列の条件数

が大きくなって，行列の消去演算で丸め誤差の影響

が現れる．ここでは，剛性行列の条件数を調べる．な

お，条件数が 10倍大きくなると，消去演算での解は

10進法で 1桁程度悪くなると推定できる．

図−2は，式 (2)の Fmnに，式 (3)のべき関数，式

(4)の Legendre多項式，式 (5)の Chebyshev多項式

を用いたときの剛性行列の条件数を縦軸に対数で示し

たもので，横軸には自由度数を採っている．破線がべ

き関数，点線がChebyshev多項式，実線が Legendre

多項式を用いた場合で，N印は完全多項式状，•印は
長方形状に変位場を採った場合である．

図より，べき関数を用いた場合には，極めて条件

数が大きくなり，変位場を長方形状に採った場合に

は完全多項式状に採った場合に比べて条件数が大き

くなっている．それに対して，Chebyshev多項式や

Legendre多項式の直交多項式を用いた場合には，べき

関数を用いる場合に比べ条件数がかなり小さくなり，

変位場の採り方を長方形状に用いても完全多項式状に

用いても条件数はほぼ同じである．さらに，Legendre

多項式の方が，Chebyshev多項式に比べて条件数が

1桁ほど小さくなっている．
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図–3 板中央点の垂直応力 σx の精度

(2) 応力の精度

図−3は，板中央の垂直応力 σx の解析解に対する

誤差（%）を縦軸に対数で示したものである．図の実

線が Legendre多項式と Chebyshev多項式，点線が

べき関数を用いた場合で，N印は完全多項式状，•印
は長方形状に変位場を採った場合である．

同じ変位場を用いた場合，式 (2)の Fmnに，Leg-

endre多項式，Chebyshev多項式，べき関数のどの式

を用いても変位場の次数は同じであるので，丸め誤

差の影響が無ければ計算結果は一致する．そのため，

Legendre多項式とChebyshev多項式を用いた場合の

誤差の計算結果は一致しているが，べき関数を用い

た場合には，次数 pや展開項数M=N が大きくなる

と丸め誤差の影響が現れている．べき関数を用いた

場合（図の点線）では，完全多項式状に採ったときに

は次数 p=24程度で丸め誤差の影響が現れ，p=32で

消去演算ができなくなる．長方形状に採ったときに

は展開項数M=N=13程度で現れ，M=N=16で消

去演算ができなくなっている．

変位場を長方形状に採ったときには，完全多項式

状に採った場合に比べて精度が 2桁ほど改善されて

いる．したがって，曲げ解析においては，変位場を長

方形状に採った方がたわみと応力の収束性が改善さ

れ，計算効率が良いと言える．
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