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1. はじめに
本研究では, 3 次元流体-固体連成問題に対する陰的

Runge-Kutta 法を用いた演算子積分時間領域境界要素法

(CQ-BEM)1) について検討する.

　 3次元流体-固体連成問題を時間領域境界要素法を用い

て直接解析する場合,流体-固体界面における境界条件に含

まれる微分項をいかに適切に処理するかが重要となる. ま

た,その場合,波長の小さい領域に合わせて界面の要素長を

設定する必要があり, 3次元解析を行う場合は特に,計算時

間,必要記憶容量の増大が懸念される. そのため,著者らは

これまでに,像空間で境界条件,及び境界物理量を処理する

手法 2)を提案してきたが,非線形問題への適用ができない

ことが課題となっていた.

　そこで,本研究では CQ-BEMの特性を活かして境界条件

に含まれる微分項を処理し,時間領域直接解析を行う手法

を提案する. さらに高速多重極法の適用を行うことで,計算

の効率化を図る. 数値解析例として,流体-固体界面による

平面波の反射・透過問題を解析することで,本手法の妥当

性を確認する.

2. 解析モデル
本研究では,図 1のような流体領域 Ωf , 固体領域 Ωs の

連成問題を考える. このとき,入射波は流体領域 Ωf から入

射し,界面 S で反射・透過される問題とする. 今,流体領域

Ωf ,及び固体領域Ωsのそれぞれに対して,圧力 p,及び変位

uが満足する支配方程式を次に示す.

c2f∇2p(x, t) = p̈(x, t), x ∈ Ωf (1)

c2T∇2u(x, t) + (c2L − c2T )∇∇ · u(x, t) = ü(x, t), x ∈ Ωs

(2)

ここで, tは時刻, ˙( )は時間微分を表している. また, cf は

Ωf 中を伝搬する波動の速度, cL, cT はΩs中での縦波,横波

の波速を表している.

3. 時間領域境界積分方程式
支配方程式 (1), (2)に対する流体領域 Ωf ,及び固体領域

Ωsにおける積分方程式を導き,界面 Sに対して極限操作を

行い,時間領域境界積分方程式を導出し,界面 Sにおける境

界条件−ρfn
f · ü = nf · ∇p, ns · t = −p, s · t = 0 ( tは表

面力, nφ(φ = f or s)は流体領域,固体領域それぞれの領域

に対して定義している外向き法線方向ベクトル, sは接線
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方向ベクトル, ρf は流体の密度)を代入すると,次のように

なる.

− C(x)tη(x, t) = pin(x, t) +−
∫
S

H(x,y, t) ∗ tη(y, t)dSy

− ρf

∫
S

G(x,y, t) ∗
{
nf (y) · ü(y, t)

}
dSy (3)

C(x)u(x, t) =

∫
S

{U(x,y, t)ns(y)} ∗ tη(y, t)dSy

−−
∫
S

T (x,y, t) ∗ u(y, t)dSy (4)

ここで, C(x)及び, C(x)は点 xにおける境界形状に依存

する自由項であり, ∗は時間に関する畳込み積分, G(x,y, t),

H(x,y, t)は 3次元スカラー波動問題における基本解,及び

二重層核, U(x,y, t), T (x,y, t)は 3次元弾性波動問題にお

ける基本解と二重層核であり, pinは入射波の圧力を表して

いる. また,積分記号 −
∫
は Cauchyの主値の意味で評価する

ことを表している. tη は表面力の法線方向成分であり,

tη(x, t) = ns(x) · t(x, t) (5)

と表される. 式 (3)は変位の時間に関する二階微分項 üを

含むため,式 (3), (4)を連成して解くならば,何らかの処理

が必要となる. そこで,本研究では, CQ-BEMの影響関数の

特性を用いた処理を行う.

4. 演算子積分法を用いた離散化
まず,式 (3)に含まれる変位の時間に関する二階微分項 ü

の処理方法を示す. 畳込み積分の性質,及び波動伝搬問題に

対する静止過去の条件 u(x, 0) = u̇(x, 0) = 0を考慮する

と,式 (3)の右辺第三項は次のように変形できる.

− ρf

∫
S

G(x,y, t) ∗
{
nf (y) · ü(y, t)

}
dSy

= −ρf

∫
S

G̈(x,y, t) ∗
{
nf (y) · u(y, t)

}
dSy (6)

　次に,式 (6)を用い,境界積分方程式 (3), (4)について,境

界 SをM 個の一定要素に分割し,陰的 Runge-Kutta法を用
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図 1 3次元流体-固体連成問題に対する解析モデル

土木学会第68回年次学術講演会(平成25年9月)

 

-5-

 

CS10-003

 



いた演算子積分法 (CQM)により時間 tを時間増分∆tを用

いてN ステップに分割すると,第 nステップにおける流体

領域,及び固体領域に対する離散化された境界積分方程式

(3), (4)はそれぞれ次のように表せる.

− C(x)tη(x, (n+ ci)∆t) = pin(x, (n+ ci)∆t)

−
M∑
α=1

n∑
k=0

m∑
j=1

[
Ãij;n−k

α (x)
{
nf

α · uα((n+ cj)∆t)
}

−Bij;n−k
α (x)tη;α((n+ cj)∆t)

]
(7)

C(x)u(x, (n+ ci)∆t)

=
M∑
α=1

n∑
k=0

m∑
j=1

[{
Qij;n−k

α (x)ns
α

}
tη;α((n+ cj)∆t)

−Rij;n−k
α (x)uα((n+ cj)∆t)

]
(8)

(i = 1, ...,m), (n = 0, ..., N − 1)

ここで, Ãij;κ
α , Bij;κ

α ,及びQij;κ
α , Rij;κ

α はそれぞれ流体領域,

及び固体領域の影響関数であり, αはソース点を示す要素

番号, mは用いる陰的 Runge-Kutta法の段数である. このと

き, Ãij;κ
α は式 (6)より,基本解の時間に関する二階微分項

G̈(x,y, t)に対応しており, CQMの特性によって次のよう

に表される.

Ãij;κ
α (x) =

(
Ã

κ

α(x)
)
ij

(9)

Ã
κ

α(x) = Fκ
l

[
m∑

β=1

(
λl
β

)2 ∫
Sα

Ĝ(x,y, λl
β)dSyEβ(ζl)

]
(10)

ここで,記号 Fκ
l は次で定義される Fourier変換である.

Fκ
l [ϕl] =

R−κ

L

L−1∑
l=0

[ϕl]e
− 2πiκl

L (11)

一方, i は虚数単位, m × m 行列 Eβ , ζl, λl
β , L, R は陰的

Runge-Kutta法を用いた CQMのパラメータであり,用いる

陰的 Runge-Kutta法の係数パラメータや必要な精度,及び

総時間ステップ数などから決定される 1). また,式 (11)は

L = N とすることで, FFTを用いて高速に計算を行うこと

ができる. 式 (10)中の Ĝ(x,y, s)は 3次元スカラー波動問

題に対する Laplace変換領域基本解である. 一方,式 (7), (8)

中の影響関数 Bij;κ
α , Qij;κ

α , Rij;κ
α はそれぞれ対応する基本

解,二重層核の Laplace変換を用いて表現される 1).

　本論文では,高速多重極法の適用方法を紙面の都合上,省

略する. 高速多重極法のアルゴリズムに関しては,文献 3),

CQ-BEMへの適用方法は文献 4) 等を参照されたい.

5. 計算精度の確認
本研究における提案手法の精度確認を行う. 図 2の右上

に示すように,平面圧力波を界面へ垂直入射させたときの

流体側での反射圧力,及び固体側での透過変位の計算を行っ
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図 2 流体-固体二層モデルへの平面波入射による反射圧力, 及び
透過変位

た. 入射圧力波には次に示す正弦波 1波を用いた.

pin(x, t) =

{
p0 sin θ

in (0 ≤ θin ≤ 2π)

0 (otherwise)
(12)

θin = 2π (t+ cfx3) /T (13)

ここで, p0 は入射圧力波の振幅, T は入射波の周期を表し

ており, 本精度確認では T = 2.5µs とした. ただし, 時刻

t = 0.0µsに平面圧力波が界面に到達するようにしている.

また,材料定数は各領域で大きく異なる図 1中の値を用い,

界面の境界要素は解析時間に対して十分な広さで打ち切っ

ている.

　図 2はその右上図に示すように垂直上方 0.5mmの点に

おける無次元化された反射圧力 p̂(= p/p0),及び境界面か

ら下方 5.0mmの点における無次元化された透過変位 û3(=

u3ρscL/(p0T ), ρsは固体の密度)を示している. 図 2中の記

号は本手法によって得られた反射圧力,透過変位をプロッ

トしている. 平面圧力波を界面に入射した場合の透過変位,

及び反射圧力は音響インピーダンスから解析的に求めるこ

とができる. 比較のため,それらを実線で示している. 図 2

より,解析は安定しており,両者は良く一致していることが

確認できる.

6. 結論
3次元流体-固体連成問題に対するCQ-BEMの開発を行っ

た. 平面圧力波入射による精度確認では,材料定数が大きく

異なる二領域連成問題を安定に精度良く解析できることが

確認できた. なお,当日は,探触子からの放射場をより現実

的に表現した場合の解析結果などについても発表する予定

である.
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