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１．まえがき 

変分原理に基づく数値解析手法の一つとして、要素分割を必要としない Element-Free Galerkin法（EFGM）

が知られている。筆者らも、Lagrangeの多項式に基づく簡易 EFGMを構築し、梁や薄板の有限変位解析や三

次元弾性解析、データ補間等に適用することにより、その有用性を示してきた 1)。こうした研究の流れの中

で、EFGMの適用範囲を拡大していくことも重要な課題である。一方、異方性材料から成る平板についても、

従来から多くの研究報告 2)がなされている。特に、複合材料で構成された積層板に関する研究が盛んに行わ

れており、FEMなどの数値解析的なアプローチ 2)による解析が多く報告されている。 

そこで本研究では、筆者らが構築した簡易 EFGMの数値解析例の蓄積を目的とし、直交異方性材料から成

る矩形平板の三次元弾性解析を実施する。変分原理に基づき、等方性平板の解析に適用してきた簡易 EFGM

を、直交異方性平板の解析にも適用し得るように再定式化を図る。さらに、Fourier 解析の手法に基づく解析

的なアプローチによる計算結果との比較を通じ、EFGM解析の妥当性について定量的な検討を行う。 

２．直交異方性平板の EFGM 解析 

直交異方性材料から成る三次元弾性問題に対応する汎関数は次式で与えられる。 
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ここで、ε および γ は垂直ひずみおよびせん断ひずみを表しており、 ( , , )U V W は ( , , )x y z 3 方向の変位、

( , , )X Y Z は 3 方向の物体力、 ( , , )x y zT T T は力学的境界条件が与えられている物体表面 Sσにおける表面力を

それぞれ表している。また、直交異方性材料の材料定数については、 x方向の縦弾性係数を xE 、 x y− 平面

内におけるせん断弾性係数を xyG 、x y− 平面内の力によって生ずる z方向の伸縮を表す Poisson比を xyν のよ

うに表示する。この時、式（１）における弾性係数はそれぞれ次式のように表される。 
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ただし、 y y xE Eα ≡ および z z xE Eα ≡ である。 

式(1)で示した汎関数の停留条件から、直交異方性平板の基礎方程式が得られる。簡易 EFGM定式化の詳細

については省略するが、積分点における関数値や微分値を、サポート領域内の節点値によって離散的に表現

することで、“要素”という概念を用いずに離散化された基礎方程式を誘導することができる。 

３．直交異方性平板の Fourier 解析 

直交異方性材料の Hooke 則を考慮すれば、3 次元の力の釣り合い式と変位－ひずみ関係から、直交異方性

平板の基礎方程式として、3方向の変位 ( , , )U V W に関する連立偏微分方程式を誘導することができる。 

本研究では、周辺単純支持された矩形平板を解析対象とする。Fourier解析に際しては、板中央面を x y− 平

面に一致させ、( , )x y 2方向に展開された二重三角級数を仮定する。その際、周辺の境界条件をあらかじめ満

足するような級数を比較的容易に選択することができる。仮定した級数を上記の連立偏微分方程式に代入す

れば、法線方向座標 zのみを変数とする 3つの未定関数に関する連立常微分方程式が得られる。板上下面に 
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おける力学的境界条件を適用し、得られた連立常微分方程式を解けば、3方向の変位を決定することができる。 
４．解析モデル 

本研究で解析対象としたモデルは、図１に示したような、

厚肉の矩形平板である。周辺の幾何学的境界条件は、単純支

持平板に相当するように、周辺で z方向変位W をゼロとした

他、周辺の面と平行な方向の変位をゼロとした。板の縦横比

は 1 で正方形とし、幅厚比については極厚板を想定し

.t a 0 5= とした。材料定数については、 .y 2 0α = 、

.xy x xz xG E G E 0 2= = 、 .yz xG E 0 8= 、 .xy xz 0 3ν ν= = 、

.yz 0 25ν = とし、 zα についてのみ .z 2 0α = （Case 1）または       図１．解析モデル 

.z 3 0α = （Case 2）の 2通りに変化させた。荷重条件について

も、上面全体に等分布荷重を作用させた「表面力モデル」と、

物体力のみを作用させた「物体力モデル」の 2通りを考えた。 

EFGM解析にあたっては、総節点数を11 11 11 1331× × = （均

等配置）、サポートパラメータ .0 6ρ = 、Gauss 積分次数5、

セル総数5 5 5 125× × = とした。Fourier解析については、二重

級数の項数を、( , )x y 2方向共に 150項とした。図１における、

3 つの線分に沿った変位や応力の板厚方向分布を計算し、

EFGM解析と Fourier解析の結果を比較した。 
５．数値計算結果 

 解析結果を図２および図３に示す。図２は、図１の線分 A-A’

に沿った x方向面内変位の板厚方向分布、図３は線分 C-C’に

沿った横せん断応力 zxτ の板厚方向分布をそれぞれ表している。

図中、プロットは EFGM解析による計算結果であり、実線は    図２．面内変位分布（表面力モデル） 

Fourier解析の結果を表している。凡例の数字 1 および 2 は、そ

れぞれ Case 1および Case 2に対応している。両図共に、縦軸に

は板厚方向の無次元化座標 z tζ ≡ をとり、横軸には図２では無

次元化変位 U aα ≡ を、図３では無次元化応力 * ( )x xzN Eτ τ≡ 

をそれぞれとっている。図２には表面力モデルの結果を、図３

には物体力モデルの結果を代表例として示したが、定性的な傾

向は両モデルとも共通している。 

２つの図から明らかなように、EFGM 解析の結果は、Fourier

解析の結果を極めて良好に近似している。横せん断応力の分布

には若干の差異が認められるものの、変位分布についてはほぼ

一致した結果が得られている。垂直応力の板厚方向分布につい

ても、2つの解析手法は図上で全く一致した結果を与えている。 

６．まとめ 

 Lagrangeの多項式に基づく簡易 EFGMを、直交異方性平板の三次元弾性解析に適用し得るように再定式化

した。数値計算の結果、Fourier解析の結果を良好に近似する解析結果が得られた。 
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