
非圧縮性流れにおける発散フリーを保証する混合型 Bスプライン近似に基づく特性 Galerkin法
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1. 序
近年，Bスプラインや NURBS（Non-Uniform Rational B-

spline）を用いたアイソジオメトリック解析1)が注目されて
いる．非圧縮性流れのアイソジオメトリック解析について
は，Stokes問題においていくつかの混合型近似手法が提案さ
れている2), 3)．この中で，Bスプラインによって拡張された
Raviart–Thomas要素が提案され，この要素には任意の点で
発散フリーの流速場が得られるという特徴がある．本研究
では，これを Navier–Stokes方程式の離散化に適用する．ま
た，移流の卓越する流れに対しては，我々が提案してきた時
間 2次精度化が可能な Bスプラインを用いた特性 Galerkin
法4), 5)を適用する．これらの組み合わせにより，双方の有す
る共通の特徴から，安定化のための人工的なパラメータを必
要とせず，連立一次方程式の係数行列が対称となるスキー
ムを構築することができる．ところで，Raviart–Thomas要
素はスリップ境界条件のときのみしか下限上限条件を満足
しない．この問題に対し，Buffa et al.2)は圧力場の近似に局
所的に Tスプラインを用いることで回避し，Evans et al.3)は
接線方向の流速の境界条件を Nitsche の方法によって課し
ている．この方法は，近似関数空間に手を加えないために，
全領域で発散フリーとなる特性が保持される．本研究では，
後者の方法を適用する．以降，本報では，上記の考えに基づ
く具体的な非圧縮性 Navier–Stokes 方程式に対する定式化
を示し，数値実験によって提案手法の妥当性を検証する．

2. 非圧縮性 Navier–Stokes方程式
Ω ⊂ Rd, d = 2 or 3を空間領域，Γを Ωの境界， (0,T )を
時間領域とする．このとき，u(x, t) と P(x, t) を見出だす以
下のような Navier–Stokes方程式を考える．

∂u
∂t
+ u · ∇u + ∇P − ∇ · 2ν∇su = f in Ω × (0,T )

∇ · u = 0 in Ω × (0,T )
u = g on Γ × (0,T )
u(x, 0) = u0 on Ω

(1)

ここで，uは流速，Pは圧力を密度で除したもの（以降，圧力
と呼ぶ），f は外力，νは動粘性係数，gは境界上の流速，u0

は初期の流速，∇suは以下に示す歪み速度テンソルである．

∇su =
1
2
(∇u + (∇u)T ) (2)

また，式 (1) の第 1 式に含まれる左辺第 1 項と第 2 項の和
（加速度）を以下のように表す．

u̇ =
∂u
∂t
+ u · ∇u =

d
dτ

u
(
X(x, t; τ), τ

) ∣∣∣∣
τ=t

(3)

ここで，X(x, t; τ) は，時刻 t での位置 x を起点とする特性
曲線上の時刻 τでの位置である．

3. Bスプラインの概要
B スプラインについて簡潔に説明する．詳細は他の文
献1)∼5)を参照されたい．
まず，単変量の B スプラインについて考える．Bp

i (ξ),
1 ≤ i ≤ n を p 次の B スプライン基底関数とする．また，
Ξ = {ξ1, . . . , ξn+p+1} をノットベクトル，ξi をノットとす
る．ノットは同じ値を繰り返すことができ，多重度を {ri}mi=1
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（1 ≤ ri ≤ p+ 1,
∑m

i=1 ri = n+ p+ 1, r1 = rm = p+ 1）とする．
このとき，単変量の Bスプライン基底関数によって張られ
る単変量の Bスプライン空間は以下のように定義される．

S p
α = span

{
Bp

i

}n
i=1

(4)

ここで，αは連続性に関する指標であり，α = {αi = p−ri}mi=1，
|α| = min {αi : 2 ≤ i ≤ m − 1}である．さらに，Bスプライン
空間における導関数に対して以下のような関係が成り立つ．{

d
dξ

v : v ∈ S p
α

}
= S p−1

α−1 (5)

ここで，α − 1 = {−1, α2 − 1, . . . , αm−1 − 1,−1}である．
つぎに，多変量の Bスプラインについて考える．パラメト
リック領域を Ω̂ ⊂ Rd，座標を x̂ = (ξ1, . . . , ξd)T ∈ Ω̂，また，
多変量に対する記号を，それぞれ，pl, nl, Ξl = {ξil,l}

nl+pl+1
il=1 ,

{ril,l}ml
il=1, αl = {αil,l}ml

il=1, Bpl
il,l

, 1 ≤ l ≤ d とする．このとき，多
変量の Bスプライン基底関数は単変量の基底関数のテンソ
ル積によって以下のように表される．

Bp1,...,pd
i1,...,id

(x̂) = ⊗d
l=1Bpl

il,l
(ξl), 1 ≤ il ≤ nl (6)

また，多変量の Bスプライン空間は以下のように表される．

S p1,...,pd
α1,...,αd = span

{
Bp1,...,pd

i1,...,id

}n1,...,nd

i1=1,...,id=1
(7)

パラメトリック領域から物理領域へのジオメトリマッピ
ングを F : Ω̂→ Ωとする．Fには Bスプラインや NURBS
を利用することができる．

4. 離散化

(1) 流速と圧力に対する混合型 Bスプライン近似

本研究では，流速と圧力に対する近似に Bスプラインに
よって拡張された Raviart–Thomas要素2), 3)を用いる．まず，
α = min {|αl| : l = 1, . . . , d} ≥ 1のとき，Ω̂における流速と圧
力に対する近似関数空間 V̂h, Q̂h は Bスプライン空間によっ
てそれぞれ以下のように定義される．

V̂h =

S p1,p2−1
α1,α2−1×S p1−1,p2

α1−1,α2
if d = 2

S p1,p2−1,p3−1
α1,α2−1,α3−1×S p1−1,p2,p3−1

α1−1,α2,α3−1×S p1−1,p2−1,p3
α1−1,α2−1,α3

if d = 3
(8)

Q̂h =

S p1−1,p2−1
α1−1,α2−1 if d = 2

S p1−1,p2−1,p3−1
α1−1,α2−1,α3−1 if d = 3

(9)

つぎに，それぞれの近似関数空間に対してスリップ条件お
よび圧力不定性に関する制約を以下のように加える．

V̂h
0 =
{
v̂h ∈ V̂h : v̂h · n̂ = 0 on ∂Ω̂

}
(10)

Q̂h
0 =

{
q̂h ∈ Q̂h :

∫
Ω̂

q̂hdΩ̂ = 0
}

(11)

ここで，n̂は ∂Ω̂上の単位外向き法線ベクトルである．本研
究では，接線方向の流速の境界条件を Nitscheの方法によっ
て課す3)．さらに，Ω における流速と圧力の近似関数空間
Vh

0 , Qh
0 は，以下のような Piola変換によって得られる2), 3)．

Vh
0 =

{
vh =

DF
det(DF)

v̂h ◦ F−1 : v̂h ∈ V̂h
0

}
(12)

Qh
0 =

{
qh =

1
det(DF)

q̂h ◦ F−1 : q̂h ∈ Q̂h
0

}
(13)

ここで，DFは Fの Jacobi行列である．
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(2) 特性法による時間離散
本研究では，式 (1) の時間離散に著者の文献4), 5)による
時間 2 次精度化が可能な特性法に基づく手法を用いる．
∆t = T/NT , tk = k∆t, 0 ≤ k ≤ NT , vk = vk(x) = v(x, tk)とし，
vk は時間離散による近似関数でもあるとすると，特性法に
よる時間離散式は以下のような多段法によって表される． ũk+1 = uk(Xk) + (1 − γ)∆tu̇k(Xk)

where Xk = x − ∆t
2
(
uk(x − ∆tuk) + uk+1

) (14){ 1
γ∆t uk+1 + ∇Pk+1 − ∇ · 2ν∇suk+1 = fk+1 +

1
γ∆t ũk+1

∇ · uk+1 = 0
(15)

u̇k+1 =
1
γ∆t
(
uk+1 − ũk+1

)
(16)

ここで，γ は時間精度を調整するパラメータであり，γ = 1
のとき 1次精度，γ = 1/2のとき 2次精度となる．
(3) 特性 Galerkin法による空間離散
定式化に必要な積分を以下のように定義する．

(w, v) =
∫
Ω

w · v dΩ (17)

a(w, v) =
1
γ∆t

∫
Ω

w · v dΩ +
∫
Ω

2ν∇sw : ∇sv dΩ (18)

b(q, v) =
∫
Ω

q∇ · v dΩ (19)

特性 Galerkin法において必要な合成関数の含まれる項（式
(14)の右辺項）の積分を以下のように定義する．

c(X,w, ẇ, v) = (w(X) + (1 − γ)∆tẇ(X), v) (20)

境界条件の処理にNitscheの方法を導入するため，aN(w, v)
と fN(v)をそれぞれ以下のように定義する．

aN(w, v) = a(w, v)

−
∫
Γ

2ν
(
(∇sw)n · v + (∇sv)n · w −

Cpen

hF
w · v
)

dΓ (21)

fN(v) =
∫
Γ

2ν
(
−(∇sv)n · g +

Cpen

hF
g · v
)

dΓ (22)

ここで，Cpen は正定数のペナルティパラメータ，hF は境界
上の要素長である．
非線形反復を考慮した特性 Galerkin 法による離散式は，

uh
k , u̇h

k，および，非線形反復の初期値が uh(0)
k+1 = uh

k と与えら
れれば，以下のように表される．

For j = 1, 2, . . .
Find ũh( j)

k+1 ∈ Vh
0 such that

(ũh( j)
k+1, v

h) = c(Xh( j)
k ,u

h
k , u̇

h
k , v

h), ∀vh ∈ Vh
0

where Xh( j)
k = x − ∆t

2
(
uh

k(x − ∆tuh
k) + uh( j−1)

k+1
)
.

(23)


Find uh( j)

k+1 ∈ Vh
0 , Ph( j)

k+1 ∈ Qh
0 such that

aN(uh( j)
k+1, v

h) − b(Ph( j)
k+1, v

h) + b(qh,uh( j)
k+1)

= ( fk+1, vh) + 1
γ∆t c(Xh( j)

k ,u
h
k , u̇

h
k , v

h) + fN(vh),
∀vh ∈ Vh

0 , qh ∈ Qh
0.

(24)

u̇h( j)
k+1 =

1
γ∆t
(
uh( j)

k+1 − ũh( j)
k+1
)

(25)

非線形反復による収束値が得られれば，tk+1 での計算値を
uh

k+1 = uh( j)
k+1, u̇h

k+1 = u̇h( j)
k+1, Ph

k+1 = Ph( j)
k+1 と更新できる．

5. 数値実験
d = 2, Ω = (0, 1)d, f = 0 におけるキャビティ流れについ
て Reynolds 数を Re = 1000 として定常収束するまで解析
を行う．また，参照解として，Ghia et al.6)および Erturk et
al.7)の水平・垂直中心軸上の流速プロファイルを用いる．

多項式の次数は p1 = p2 = 3とし，ノットベクトルは両端
を除き多重化を行わない．すなわち，α = 2となる．領域は
Ω ≡ Ω̂ とする．要素分割はパラメトリック領域，物理領域
とも各方向の分割幅を一定とする．要素分割数は，一辺の分
割数を N とすると，N = 10, 20, 40とする．境界条件は，領
域の上辺で g = (1, 0)T とし，それ以外で g = 0とする．時
間離散は ∆t = 1/N, γ = 0.51 とする．ペナルティパラメー
タは Cpen = 10とする．
図–1に N = 20のときの圧力コンターを示す．振動は見ら
れず，圧力に対して C1 連続の近似関数を選んでいるため，
比較的粗い分割でも滑らかなコンター線が描かれている．
図–2 に水平・垂直中心軸上の流速プロファイルを示す．

N = 20と N = 40のラインが重なっているため，比較的粗
い N = 20でも収束解が得られている．さらに，格子点数の
多い参照解のプロットとも重なっている．
以上により，連続性の高い Bスプラインによって流速と
圧力を近似することで，比較的粗いメッシュによっても，格
子点数の多い参照解と同等の結果を得ることができた．

図–1 圧力コンター（N = 20）
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図–2 水平・垂直中心軸上の流速プロファイル
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