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まえがき 土と構造物の相互作用を解釈するモデルには, 連続体モデルとばねモデルの 2 つがあり, その妥当

性をめぐって論争が続いている。著者は, 埋設管の新設時と地震時の土圧と変形挙動 1)2), ならびに極薄肉埋設

管のバックリング挙動 3)に対する連続体モデルの解を導き, 現場実験, 遠心実験, 重力場の模型実験の測定デー

タとの照合から, 相互作用を解釈するモデルとしては連続体モデルの方が正当であることを指摘してきた。 

極薄肉管の地中バックリングは, これまで高盛土下に

埋設されるたわみ性排水管で発生事例がある以外はそれ

ほど問題となることは無かったが, 最近, プラスチック

製の内巻きライナーによって老朽管きょを更生する工法

が用いられるようになり, 外側の既設管きょが更生後の

経年劣化により曲げ剛性を完全に失った状態(終局状態)

に達した時の内巻きライナー管の地中バックリングに対

する安定性が検討課題となっている。内巻きライナー管

の地中バックリングを扱っている設計基準には ASTM

の更生管基準 4) (Fully deteriorated design condition)がある

が, この基準は問題のあるばねモデルに基づいており, 

信頼性に欠ける。本報告では, Luscher & Höeg が導いたば

ねモデル解 (Luscher 解) 5)と著者が導いた連続体モデル

のバックリング解(東田解) 3)を比較し, ASTM 基準が依拠

するばねモデル解の問題点

を具体的に指摘する。 
解の誘導過程の対比 図-1

に東田解と Luscher 解が仮

定する釣合い状態を示す。

Luscher 解の記号は比較し

やすいように東田解に揃え

た(注)参照)。両者とも, 等

方圧 p0 と軸力 N0 が釣合っ

た初期状態(変形前)から , 

バックリングが生じて変形後の釣合い状態に移ると考え, 変

形後の座標に関する断面力の釣合い式を変形前の座標に変換

して変位に関する微分方程式を導き, この解からバックリン

グの波数 ncrを求める。 

表-1 に両者の解の釣合い式, 変位に関する微分方程式, 等

方圧 p0, および波数 ncrを示す。p0に n＝ncrを代入して得られ

る p0の最小値がバックリング圧力である。 

両者の解を比べると, M と N に関する釣合い式①①’は同じ 
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図-1 東田解と Luscher 解の釣合い状態 
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             u5＋u3{2＋N0/(ma0
2) }           u5＋u3{2＋N0/(ma0

2) } 
＋u1{1＋N0/(ma0

2) }－ p1
∗/m＝0  ③      ＋u1{1＋N0/(ma0

2)＋k/(ma0) }＝0  ③’ 
               

p0＝N0/a0＝m(n2－1) a0               

＋2μ /{(2n＋1)－2v(n＋1)}  ④   
 

ncr＝[Es/{4(1-νs
2)Sp}]1/3           ⑤   ncr＝[(k/Sp)1/2＋1]1/2≒[k/Sp]1/4       ⑤’ 

釣合い式 

微分方程式 

p0 p0＝N0/a0＝m(n2－1)a0＋k/(n2－1)   ④’ 

ncr 

表-1  東田解と Luscher 解の誘導過程と結果 

注 1) 文献 5)に示された Luscher 解は, 微小項の無視と

座標変換の過程に疑問があり, ③’式の u1 の{ }内の

N0/(ma0
2)が省略されている。そのため , ⑤ ’の ncr= 

[(k/Sp)1/2＋1]1/2 とは異なる式(文献 5)の式(26): ncr=[k/Sp

＋1]1/4)が示され, バックリング圧力も ncr=[(k/Sp)1/2＋

1]1/2を④’に代入して得られる p0とは異なる(文献 5)の
式(25): p0=2/Sp･[(k/Sp＋1)1/2－1])。⑤’において k/Sp≫1
の関係から得られる ncr≒[k/Sp]1/4 を④’に代入してバッ

クリング圧力 p0=2[kSp] 1/2が得られ, 初めて文献 5)の式

(27)(28)と一致する。ここでは東田解の誘導過程に沿っ

て解き直した解を Luscher 解と呼ぶ。 

)
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であるが, Q に関する釣合い式②②’中の変形後に付加される新たな外力項が, 東田解では p*, Luscher 解では－

ku/a と異なる。東田解の p*は Airy の応力関数を用いて管面の滑動条件(τ＝0), 無限遠方の境界条件, ならびに

土要素の弾性定数 Es・νs から決定される。一方, Luscher 解の付加外力は u/a に比例すると仮定される。ここに, 

k は比例定数で応力単位を持つ地盤のばね定数, u は管の法線方向変位, a は変形後の管の半径である。 

これらの釣合い式を, 変形後から初期状態への座標変換, 初期状態における断面力(M, N, Q)と法線方向・接線

方向の変位(u, v)の関係式, および不伸張変形の仮定(中立軸のひずみがゼロ)を用いて書き直すと, 変位 u に関

する微分方程式③③’が得られる。表-1では, 角度ϕ0に関する u の i 次導関数を uiと表している。また m＝Sp/a0 

であり, Sp=Ept3/{12(1－νp
2) a0

3}は管の曲げ剛性, Ep・νp: 管材料のヤング率とポアソン比, t: 管厚である。 

変位の微分方程式から得られるp0は, 東田解では管面の滑動条件(τ＝0)から, またLuscher解ではu0＝c1sinnϕ0

と置くことにより, それぞれ式④④’で表され, その最小値を与える ncrが dp0/dn＝0から式⑤⑤’のように求めら

れる。バックリング圧力は⑤⑤’を④④’へ代入して得られる。 

このように両者の解とも, 波数 ncr は土の弾性定数またはばね定数と管の曲げ剛性 Sp の比の関数として表さ

れるが, ncrの累指数が異なるので, 如何なる補正を加えても両者の解が一致することは理論的にあり得ない。 

東田解の実験による検証 東田解の妥当性は文献 3)の実験によって検証されている。この実験では, アルミ製

の管(外径 83.6 mm, 管厚 0.144 mm, 管厚精度±0.002 mm, 長さ 109 mm, Sp=0.27 kPa)を, 乾燥砂地盤中に埋め, 側

方変位を拘束した平面ひずみ K0条件で管がバックリングするまで地盤を 2 枚の載荷板によって圧縮した。容器

内面にはリュブリケーションを施した。実験中に測定した載荷応力σ1, 側方応力σ3, ならびに地盤の圧縮ひずみ

ε1を, フックの法則に代入して地盤材料の変形係数 Esとポアソン比νsが求まる。表-2に実験結果と東田解との

比較を示す。表は左から管がバックリングした時の載荷応力σ1, σ1における Es, νs(σ1によらず一定), 東田解によ

って計算された n, 平均偶数 n(対称条件から n は偶数), 平均バックリング圧力 p0, 載荷応力σ1に相当する理論

境界応力σ0をそれぞれ示す。東田解による境界応力σ0の値は管がバックリングした時の載荷応力σ1の値とほぼ

一致し, 解の妥当性が確かめられた。 

ばねモデル解の問題点 ばねモデル解で問題なのは, 

変形後の土圧の変化を周囲の土の応力状態とは無関係

にu/aに比例すると仮定したこと, および kが工学量で, 

地盤定数でないため, 値を決定することができないこ

とである。まず, 連続体モデルによる解では, 管の半径

方向変位は u＝ΣUncosnθ，管に働く垂直土圧σ(＝p*)＝ΣAnUncosnθと表わされる。ここに Unと Anは応力関数の

係数と n(4 以上の偶数)を含む係数である。これらは級数形で表わされており, u とσ  の比例関係は成立しない。

つまりσ ＝A4U4cos4θ＋A6U6cos6θ＋…＋AnUncosnθ において A4≠A6≠…≠An であり，これらは定数ではないの

で, σ (＝－ku/a)＝－k/a･ ΣUncosnθが成立しないことは明らかである。さらに k は地盤定数ではないため, 値を合

理的に決定できない。そこで試みに, 実験 3)で得られた n＝24 を Luscher 解: ncr≒[k/Sp]1/4に代入して求めた k, お

よび道路橋示方書 6)と農水基準 7)に実務上の設計定数として

規定されている k を用いてバックリング圧力 p0を算定し, 結

果を表-3 に示した。算定された p0 は実験 p0 よりもはるかに

小さく, 実際とは大きく異なる結果となることが分かる。 

以上の検討から, ばねモデル解は合理性に欠けることが明

らかであり, ASTM 基準 4)はもとより, ばね定数を用いる他の

設計法(例えば応答変位法)も同様であると言わざるを得ない。 
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バックリ
ング時の
載荷応力

バックリ
ング圧力

東田解に
よる境界
応力

σ 1 E s p 0 σ 0
(kPa) (MPa) ν s n (kPa) (kPa)
439 12.05 0.29 23.1 439
463 12.74 0.29 23.5 457

バック
リング
の波数 平均偶数

n

24 432

表-3.2.15 実験結果と東田解の比較表-2 

0

  
ｋ 

(MPa) ncr 
ﾊﾞｯｸﾘﾝｸﾞ圧力 p0 

(kPa) 
実験 p0

との比

ncr=24 使用 
道路橋示方書* 
農水基準** 

89 
16 

4 

24 
16 
12 

154 
132 
 65 

1/2.8 
1/3.3 
1/6.6

表-3  各種 k によるバックリング圧力 p0 の試算 

* kh(水平方向地盤反力係数)＝kho(Bh/30)-3/4, Bh=(Ah)1/2, Ah 

=D×B(=8.36 cm×10.9 cm), kho= αE0/30, α=4, E0：表-2の 
Es, k=akhとした。**k=e0 とした。 
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