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１．はじめに

中国・雲南省の蒋家溝で観測される粘性土石流と呼ばれ

る多数のサージ状の流下現象が間欠的な転波列性サージと

して知られている．日本の鹿児島県・桜島の野尻川等，ま

たオーストリアの西部山間部で転波列性サージが観測され

ている．これらの波動性についてはまだ十分に明らかにさ

れていない．本研究では，このような土砂を高濃度に含有

した流れに関する山地河道流下における波動方程式を明ら

かにすることを目的としている．

２．基礎方程式

流体の波動現象における波動方程式の導出と同様な手法で，

以下検討する．流体の流下現象において，非圧縮 (div~v = 0)
，非回転 (rot~v = 0)現象として取り扱うと，速度ポテンシャ
ル φが導入でき流下方向を x，その水深方向を yとすると

次式の関係がある．

∂2φ

∂x2 +
∂2φ

∂y2 = 0 (1)

水深方向の流速成分を vとすると，水底 ( y = −h0 )での境
界条件は，

v =
∂φ

∂y
= 0 (2)

水面の静止状態からのずれ η(x, t)が，水面の流体とともに
動く条件から，

v =
∂φ

∂y
=
∂η

∂t
+
∂φ

∂x
∂η

∂x
(3)

流れを伴わない水面上の流体で，表面張力を無視し，水面

で圧力が連続する条件として，ベルヌーイの定理が用いら

れる．あるいは，バーガース (Burgers)方程式では

∂u
∂t
+ u
∂u
∂x
= −1
ρ

∂p
∂x
+ ν0
∂2u
∂x2 (4)

とする形式の運動方程式が用いられるが，ここでは，運動

方程式，連続式について，運動量補正係数を β = 1とした
浅水流方程式の次式を基に検討する．

∂u
∂t
+ u
∂u
∂x
= g sin θ − g cos θ

∂h
∂x
− f ′

2
u2

R
(5)

∂A
∂t
+
∂ (Au)
∂x

= 0 (6)

ここに，u：x方向の断面平均流速，A：流積，g：重力加

速度，θ：水路勾配，R：径深，h：水深，β：運動量補正係

数， f ′：摩擦損失係数．ここでは，さらに，水深 hに比し————————————————————————–
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て水路幅 Bが広い矩形断面の一様水路で，径深 Rが R � h

として取り扱う．また，微小振幅の波として，右辺第 3項
の径深 Rは平均水深 h0，摩擦損失係数 f ′ は水深の関数で

あるが平均水深に基づく定数と仮定する．したがって，式

(5)，(6)は次式のようである．

∂u
∂t
+

1
2

∂
(
u2

)
∂x

= g sin θ − g cos θ
∂h
∂x
− f ′

2
u2

h0
(7)

∂h
∂t
+
∂ (hu)
∂x

= 0 (8)

流速係数 ϕ =
u
u∗
，摩擦損失係数 f ′と摩擦速度 u∗との関

係
f ′

2
=

(u∗
u

)2
より，右辺第 3項を

f ′

2
u2

h0
=

u∗
2ϕh0

u

とする．また，速度ポテンシャル φを用いると式 (7)は次
式のように表すことができる．

∂

∂x

(
∂φ

∂t

)
+
∂

∂x

1
2

(
∂φ

∂x

)2
−g sin θ+g cos θ

∂h
∂x
+

u∗
2ϕh0

(
∂φ

∂x

)
= 0

(9)
上式を積分すると

∂φ

∂t
+

1
2

(
∂φ

∂x

)2

− g sin θ + g cos θ h +
u∗

2ϕh0
φ = 0 (10)

である．

３．逓減摂動法による波動方程式の検討

ここで，Gardner-Morikawa変換

ξ = ε
1
2

(
x − vp0t

)
(11)

τ = ε
3
2 t (12)

ここに，vp0 =
√

gh0 cos θ (13)

を用いる．したがって，

∂ξ

∂x
= ε

1
2 ，
∂ξ

∂t
= −vp0ε

1
2 ，
∂τ

∂t
= ε

3
2

である．逓減摂動展開は、平均水深 h0からの変動量 ηおよ

び φについて

η = εη(1) (ξ, τ) + ε2η(2) (ξ, τ) + · · · (14)

φ = ε
1
2

{
φ(1) (ξ, y, τ) + εφ(2) (ξ, y, τ) + · · ·

}
(15)

である．また、y = 0の近傍で、Boussinesqの Taylor展開
では、

φ(ξ, y, τ) =
{
φ(ξ, 0, τ) + η

∂φ(ξ, 0, τ)
∂y

+
η2

2
∂2φ(ξ, 0, τ)
∂y2 + · · ·

}
(16)
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である．これらより，式 (1)は，

∂2φ

∂x2 +
∂2φ

∂y2 = ε
3
2

(
∂2φ(1)

∂ξ2
+ ε
∂2φ(2)

∂ξ2
+ ε2
∂2φ(3)

∂ξ2
+ · · ·

)
+ε

1
2

(
∂2φ(1)

∂y2 + ε
∂2φ(2)

∂y2 + ε
2 ∂

2φ(3)

∂y2 + · · ·
)
= 0

(17)

である．式 (2)は，

∂φ

∂y
= ε

1
2

(
∂φ(1)

∂y
+ ε
∂φ(2)

∂y
+ ε2
∂φ(3)

∂y
+ · · ·

)
= 0，(y = −h0)

(18)
である．式 (3)は，

−∂φ
∂y
+
∂η

∂t
+
∂φ

∂x
∂η

∂x

= −ε 1
2

(
∂φ(1)

∂y
+ εη(1) ∂

2φ(1)

∂y2 + ε
2η(2) ∂

2φ(1)

∂y2 + · · ·

+ ε
∂φ(2)

∂y
+ ε2η(1) ∂

2φ(2)

∂y2 + ε
3η(2) ∂

2φ(2)

∂y2 + · · ·

+ ε2
∂φ(3)

∂y
+ ε3η(1) ∂

2φ(3)

∂y2 + ε
4η(2) ∂

2φ(3)

∂y2 + · · ·
)

− vp0ε
3
2

(
∂η(1)

∂ξ
+ ε
∂η(2)

∂ξ
+ · · ·

)
+ ε

5
2

(
∂η(1)

∂τ
+ ε
∂η(2)

∂τ
+ · · ·

)
+ ε

5
2

(
∂φ(1)

∂ξ

∂η(1)

∂ξ
+ ε
∂φ(1)

∂ξ

∂η(2)

∂ξ
+ ε
∂φ(2)

∂ξ

∂η(1)

∂ξ

+ε2
∂φ(2)

∂ξ

∂φ(2)

∂ξ
+ · · ·

)
= 0 (19)

である．式 (10)は，

∂φ

∂t
+

1
2

(
∂φ

∂x

)2

− g sin θ + g cos θ h +
u∗

2ϕh0
φ

= −vp0ε

(
∂φ(1)

∂ξ
+ ε
∂φ(2)

∂ξ
+ ε2
∂φ(3)

∂ξ
+ · · ·

)
+ε2

(
∂φ(1)

∂τ
+ ε
∂φ(2)

∂τ
+ · · ·

)
+

1
2
ε2


(
∂φ(1)

∂ξ

)2

+ 2ε
∂φ(1)

∂ξ

∂φ(2)

∂ξ
+ ε2

(
∂φ(2)

∂ξ

)2

+ · · ·


−g sin θ x + g cos θ
(
h0 + εη

(1) + ε2η(2) + ε3η(3) + · · ·
)

+
u∗

2ϕ h0

ε 1
2

(
φ(1) + εη(1) ∂φ

(1)

∂y
+ ε2η(2) ∂φ

(1)

∂y
+ · · ·

)

+ ε
3
2

(
φ(2) + εη(1) ∂φ

(2)

∂y
+ ε2η(2) ∂φ

(2)

∂y
+ · · ·

)
+ · · ·

 = 0

(20)

である．

以上の関係から，O(ε0)次の項は式 (20)より

−g sin θx + g cos θh0 = 0 (21)

O(ε
1
2 )次の項は，式 (17)∼(20)より，

∂2φ(1)

∂y2 = 0 (22)

∂φ(1)

∂y
， ( y = −h0 ) (23)

∂φ(1)

∂y
， ( y = 0 ) (24)

−vp0
∂φ(1)

∂ξ
+ g cos θη(1) +

u∗
2ϕh0

φ(1) = 0 (25)

O(ε
3
2 )次の項は，式 (17)∼(20)より，

∂2φ(1)

∂ξ2
+
∂2φ(2)

∂y2 = 0 (26)

∂φ(2)

∂y
， ( y = −h0 ) (27)

−η(1) ∂
2φ(1)

∂y2 −
∂φ(2)

∂y
− vp0

∂η(1)

∂ξ
= 0 ， ( y = 0 ) (28)

−vp0
∂φ(2)

∂ξ
+
∂φ(1)

∂τ
+

1
2

(
∂φ(1)

∂ξ

)2

+ g cos η(2)

+
u∗

2ϕh0

(
η(1) ∂φ

(1)

∂y
+ φ(2)

)
= 0 (29)

O(ε
5
2 )次の項は，式 (17)∼(20)より，

∂2φ(2)

∂ξ2
+
∂2φ(3)

∂y2 = 0 (30)

∂φ(3)

∂y
， ( y = −h0 ) (31)

−η(2) ∂
2φ(1)

∂y2 − η
(1) ∂

2φ(2)

∂y2 −
∂φ(3)

∂y
− vp0

∂η(2)

∂ξ

+
∂η(1)

∂τ
+
∂φ(1)

∂ξ

∂η(1)

∂ξ
= 0 (32)

−vp0
∂φ(3)
∂ξ
+
∂φ(2)

∂ξ
+
∂φ(1)

∂ξ

∂φ(2)

∂ξ
+ g cos θη(3)

+
u∗

2ϕh0

(
η(2) ∂φ

(1)

∂y
+ η(1) ∂φ

(2)

∂y

)
= 0 (33)

以上の関係から u∗ � vp0としてこの項を無視すると次式を

得る．

1
vp0

∂η(1)

∂τ
+

3
2
η(1)

h0

∂η(1)

∂ξ
− 3

2
h0
∂2η(1)

∂ξ2
−

2ϕvp0

u∗
h0

2 ∂
3η(1)

∂ξ3
= 0

(34)

上式は，左辺第 2項が非線形項で時間とともに種々の波数
を生成する，第 3項は散逸項で高周波の波形を低減させる
とともに波形の急峻化をもたらす，第 4項は波形の散逸項
で，KdV方程式ではソリトンの特性をもたらす項である．
以上のように，式 (34)の波動方程式は非線形項，散逸項お
よび散逸項を含む方程式となっている．

今後は上記波動方程式の解の特性を検討したい．
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