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1. はじめに
河川の氾濫，高潮，津波などの数値シミュレーションに

は，浅水長波方程式が広く用いられている．浅水長波方程

式を高精度に解くことは水害による被害を予測する上で重

要である．有限要素法においては，近年，重み関数と近似関

数に要素間に C 0 不連続となる関数を用い，その要素境界

において局所的な Fluxの収支を考慮して解析を行う，DG
法 (Discontinuous Galerkin法)1) が注目されており，特に
不連続性のある問題に対して有効に用いられている．

本論文は，浅水長波方程式に対して DG 法を適用し，そ
の有効性を検討するものである．数値解析例として段波問

題を取り上げ，厳密解および従来の CG 法 (SUPG 法に基
づく安定化有限要素法)2) との結果の比較により DG 法の
計算精度，安定性について検討する．

2. 数値解析手法
(1) 支配方程式

支配方程式には，以下に示す浅水長波方程式を用いる．

∂U
∂t

+ ∇ · F(U) = S(U) (1)

ここで，Uは保存変数，F(U)は流束関数，S(U)はソース
項であり,以下のように定義される．

U = [ h, qx, qy ]T , (2)

F(U) = [ F1(U), F2(U) ]T , (3)
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ここで，hは全水深，qx，qy は x，y軸方向の流量（qx = uh，

qy = vh），u，v は，x，y 軸方向の断面平均流速，g は重力

加速度であり，z は標高である．

(2) DG法による空間方向の離散化 1)

式 (1) に対して DG 法を適用すると，以下の弱形式が得
られる．

∫

eΩ

Wh · ∂Uh

∂t
dΩ −

∫

eΩ

∇Wh · F(Uh)dΩ

+
∫

∂eΩ

Wh · (F̂(Uh) · n)dΩ =
∫

eΩ

Wh · S(Uh)dΩ (5)

ここで，Wh = [wh
h, wh

qx
, wh

qy
]T は要素ごとに定義される不

連続な重み関数である．なお，補間関数としては 1次関数を

用いる．また，Ω̃は要素内部領域の集合，∂Ω̃は要素境界の
集合，n = [nx, ny]T は ∂Ωe の外向き法線ベクトル，式 (5)
の左辺第 3項はフラックス項であり，次節で説明を行う．

(3) 数値フラックス

本論文では数値フラックスとして，次式で定義される

Local Lax-Friedrichs Flux1)
を用いる．

F̂(Uh) · n

=
1
2

[F(Uh−) + F(Uh+) − amax

(
Uh+ − Uh−)

] (6)

ここで，amax は以下のように定義される．

amax = max(|u+nx + v+ny − c+|,
|u−nx + v−ny − c−|,
|u+nx + v+ny + c+|,
|u−nx + v−ny + c−|) (7)

c+ =
√

gh+, c− =
√

gh−

また，f± は，以下のように定義される．

f± |∂Ωe= lim
ϵ→0

f(x ± ϵn) (8)

(4) 時間方向の離散化

式 (5)をまとめると，以下の式で表すことができる．

∂tU = L(U) (9)

上式に対して，3 次精度陽的 Runge-Kutta 法を適用する
と，以下のように離散化できる．

U(1) = Un + ∆tL(Un) (10)

U(2) =
3
4
Un +

1
4

(
U(1) + ∆tL(U(1))

)
(11)

U(n+1) =
1
3
Un +

2
3

(
U(2) + ∆tL(U(2))

)
(12)

(5) Slope Limiter
前項で示した時間方向の離散化により解を求めると，オー

バーシュートやアンダーシュートが生じる．このような数

値不安定性を回避するために，Slope Limiter 処理 3)
を導

入する．ここで，図-1 に示す 1 次元要素モデルを考える．
Limiter処理は，その対象となる要素 p自身と接続された要

素 e，wを用いて行われる．まず，各要素の中心座標におけ

る物理量より，線形関数 L∗(∗ = ep, wp, p)を求める．

Lep = Neφe + Npφp，Lwp = Nwφw + Npφp (13)

φe = φ(xe)，φp = φ(xp)，φw = φ(xw) (14)
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図 – 1 1次元要素モデル

また，処理の対象となる要素 p 内においても以下のように

求める．
Lp = Nαφα + Nβφβ (15)

φα = φ(xe
α)，φβ = φ(xe

β) (16)

ここで，N は，形状関数である．次に，各関数 L∗ の勾配

|∇L∗ |を求め，以下の手順により Limiter処理を行う．
1. 最も勾配 |∇L∗ |の大きな線形関数を選択し，L = L∗

とする．

2. 要素 p において，オーバーシュート，もしくはアン

ダーシュートの有無を確認する．

min(φe, φp) ≤ L(xe
α) ≤ max(φe, φp) (17)

min(φw, φp) ≤ L(xe
β) ≤ max(φw, φp) (18)

3. 式 (17)，(18)を満足していなければ，|∇L∗ |の 2番
目の大きなものを Lとし，2．に戻る．さらに，これ
も満足していなければ，|∇L∗ |の最小のものを Lと

する．

4. 得られた Lを Lp とし，φα，φβ を修正する．

なお，この処理は Runge-Kutta法の各ステップ毎に行う．

3. 数値解析例
本手法の計算精度と安定性を検討するために，段波問題

を取り上げ，厳密解，CG 法による計算結果との比較を行
う．なお，CG法の空間方向の離散化には SUPG法に基づ
く安定化有限要素法

2)
，時間方向の離散化には 3次精度陽

的Runge-Kuuta法を用いた．解析モデルを図-2に示す．x
方向分割幅 0.1[m]，微小時間増分量 0.01[s]とした．
　解析結果として，図-3 と図-4 にそれぞれ 1 秒後の水面
形状，流速分布を示す．なお，この解析結果は 1 次元要素
を用いて計算を行ったものである．図-3と図-4より，本手
法による結果は CG法に比べて減衰がなく高精度な結果と
なっていることがわかる．表-1に体積保存率を示す．これ
より，DG法は体積を完全に保存していることがわかる．

4. おわりに
本論文では，浅水長波方程式に対して，DG法を適用し，

その有効性を検討した．数値解析例として，段波問題を取

り上げた．DG 法は，従来の CG 法に比べて高精度な結果
を与えることが確認された．また，本手法は保存性も完全

に満足していることが確認された．

　今後の課題として，移動境界問題への適用などが挙げら

れる．
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図 – 2 解析モデル

図 – 3 水面形状

図 – 4 流速分布

表 – 1 体積保存率

CG 99.999[%]
DG 100.000[%]
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