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1. はじめに

本研究では，亀裂の入ったシェル要素を開発する (図–1参照)．このような要素を開発することで亀裂の入っ

たシェルを少ない計算量で簡便に解析できるようになる．

亀裂入りシェル要素の導出の要点は二つある．本研究では，シェルを特殊な形状を持った三次元弾性体とみ

なし，三次元弾性体の汎関数からシェル内で定義された関数が満たす汎関数を導出する．要素導出の第二の

要点は，亀裂の扱いである．本研究では，粒子離散化法 (PDS: Particle Discretization Scheme)1),2)を用いる．

PDSとは，特性関数を基底関数に用いた離散化手法である．PDSを有限要素法に適用することで，変位場の

不連続面である亀裂を適切に離散化できるようになる．

本研究で開発したシェル要素は，任意深さの亀裂を要素内にモデル化することができる．この要素を用いる

ことで，表面から進行するような疲労亀裂の進展解析を簡便に行うことができる．

2. 亀裂入りシェル要素の導出

曲がった形状を持つシェル要素を厳密に構築するため，本研究では任意形状の弾性体を出発点とする．3次

元弾性体の変位関数の汎関数は，直交座標系 x = (x1, x2, x3)において次のように表される2)．

LB(u, ε,σ) =
∫

B

1
2
εij cijkl εkl − σij(ui,j − εij) dV.

Bは弾性体の領域，(.),iは偏微分を表す．{u, ε, σ, c}はそれぞれ変位，歪，応力，等方弾性テンソルである．
シェルは，中立面 xM (ξ1, ξ2)に沿った曲線座標系 ξ = (ξ1, ξ2, ξ3)：

x(ξ1, ξ2, ξ3) = xM (ξ1, ξ2) + {xM
,1 (ξ1, ξ2) × xM

,2 (ξ1, ξ2)}ξ3

を用いて表示する．座標変換することで，ξ座標系の汎関数 L
′B を得る．座標変換の際，共変微分を用いて，

曲座標系での微分を厳密に評価する．

L
′Bの引数である関数u, ε, σは ξの関数である．シェルの構造応答特性に着目し，関数を中立面に関して展

開する．すなわち，

ui(ξ1, ξ2, ξ3) = U i(ξ1, ξ2) − W,i(ξ1, ξ2)ξ3 (i = 1, 2), u3(ξ1, ξ2, ξ3) = W (ξ1, ξ2).

ここで U iとW は中立面の変位成分である．同様に，歪と応力を中立面で展開し，汎関数 LB′
に代入するこ

とでシェルの汎関数 Fshellを導出する．Fshellの関数はすべて (ξ1, ξ2)の 2変数関数となる．

PDS1)では，関数を f(x) =
∑

α fαφα(x)と離散化する．fαは定数，φα(x)は対象としている領域の領域分

割 {Φα}上で定義された特性関数である．離散化された関数は {Φα}の境界で至るところ不連続となる．一方，
{Φα}の境界では離散化された関数の微分は発散してしまうため，PDSでは {Φα}と双対の領域分割 {Ψβ}を
用いて微分場を f ′(x) =

∑
β gβψβ(x)と離散化する．gβ は定数，ψβ(x)は領域分割 {Ψβ}の特性関数である．

本研究では，シェルの中立面を矩形領域 {Φα}と {Ψβ}で分割し，変位を {Φα}，歪・応力を {Ψβ}で離散化
する2)．Fshellに PDSを適用し，停留条件を計算することでシェル要素を導出する．亀裂の入ったシェル要素

は，弾性体の汎関数 LB の積分領域Bから，亀裂を含む領域を取り除くことで可能となる1)．

3. 数値計算例

上記の手順で求まったシェル要素を用いて構造解析を行う．厚さ 0.03，大きさ 1.0 × 1.0で中立面が

xM
i = ξi (i = 1, 2), xM

3 = −0.2 {(ξ1)2 + (ξ2)2}
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図–1 亀裂入りシェル要素 図–2 数値解析例：亀裂が中央に入ったシェルの 4辺
を固定し，等分布荷重を加える．
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a) 亀裂なし b) 亀裂深さ: 20% c) 亀裂深さ: 30%
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図–3 変位の誤差分布．縦軸は変位の相対誤差 (誤差/変位の最大値)を示す．
2

0.5
0.0

-0.5
1

0.0
-0.5

0.5

0%

10%

-10%

2

0.5
0.0

-0.5
1

0.0
-0.5

0.5

0%

5%

-5%

2

0.5
0.0

-0.5
1

0.0
-0.5

0.5

0%

10%

-10%

a) 亀裂なし b) 亀裂深さ: 20% c) 亀裂深さ: 30%

図–4 断面モーメントの誤差分布．縦軸はモーメントの相対誤差 (誤差/モーメントの最大値)を示す．

の正方形状のシェルの凸面側の中央に図–2のように亀裂を入れ，4辺固定条件のもと等分布荷重を加える．こ

のシェルを 25×25= 625個のシェル要素でモデル化し，面外方向の変位u3と断面モーメントM =
∫
H σ 1

1 ξ3 dξ3

を計算する．図–3は左から，亀裂なし，亀裂が板厚の 20%，30%の場合の u3の誤差分布である．亀裂がない

場合には，参照解である FEMの四面体二次要素による解析結果と誤差 0.5%以内の精度で一致していること

が分かる．亀裂が深くなるにつれ，誤差が亀裂付近で大きくなっているのが分かる．図–4より，断面モーメ

ントの計算結果は亀裂がない場合誤差が 2%以内，亀裂の深さが板厚の 20%の場合には誤差が 10%以内である

ことが分かる．亀裂が深くなるにつれて誤差が大きくなるのは，亀裂付近で変位・歪・応力の関数が中立面で

の低次の関数展開で精度よく近似できないためであると考えられる．

4. おわりに

本研究では，亀裂の入ったシェル要素を開発した．開発した要素は，亀裂がシェル厚さの 20%より浅いとき

には，変位を誤差 5%以内，断面モーメントを誤差 10%以内の精度で計算することができた．この要素を用い

ることで，ソリッド要素よりも少ない計算量で亀裂の入ったシェルを計算することができ，シェル構造物の簡

便な亀裂進展解析が可能となる．
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