
弾性波動解析のための境界積分方程式と領域積分方程式の統合化にむけた検討

東京理科大学 学生会員 ○倉浪 晃一

東京理科大学 正会員 　東平 光生

1 序論

近年著者らの研究グループでは，高速領域積分方程式法

を用いた弾性波動場の散乱解析手法の開発・検討を行って

きた．この解析手法は，Fourier変換とKrylov部分空間法

を領域積分方程式に適応させることで，従来必要であった

大規模な係数行列を導出せずに方程式の解を得ることを可

能にしている．しかし，波動場内に空洞やひび割れ等が存

在している際には，境界積分方程式を用いた解析手法も強

力な手段となる．今回，境界積分方程式の積分範囲を拡張

し，領域積分方程式として扱う手法について検討する．こ

れによって，弾性波動解析のための積分方程式論の新たな

手法を確立させることを目的とする．

2 解析理論

弾性波動場におけるGreen関数Gij(x, y)は以下で定義

される．

LijGjk(x, y) = −δik(x− y)

Lij = (λ+ µ)∂i∂j + δijµ∂
2
k + δijρω

2 (1)

ここで，λ, µ は Lamé 定数，ρ は質量密度である．この

Green関数を用いて，波動場内に空洞が存在している場合

の境界積分方程式は以下のように表現される．

vi(x) =

∫
Γ

Gij(y, x)Tjkvk(y)− vk(y)TkjGji(y, x)dΓy (2)

−
∫
Γ

Gij(y, x)Tjku
(I)
k (y)− u

(I)
k (y)TkjGji(y, x)dΓy

ここで，vi(x)は散乱波，u
(I)
i (x)は入射波，Tij は境界上

の散乱効果を表す演算子である．ここで境界上でのみ値を

持つデルタ関数 δΓ(x)を次で定義する．

δΓ(x) =

{
∞ (x ∈ Γ)

0 (x ∈ Γ)
(3)

ただし，δΓ(x)は次式を満たす．∫
Γ

f(x)dΓ =

∫
R3

δΓ(x− y)f(y)dy (4)

ここで，f(x)はR3上で定義されている任意の関数である．

式 (4)を用いることによって，Γ上での積分を R3 上での

積分に置き換えることができる．式 (4)によって，式 (2)

の境界積分方程式を領域積分方程式に拡張すると，次のよ

うになる．

vi(x) =

∫
R3

δΓ(Gij(y, x)Tjkvk(y)− vk(y)TkjGji(y, x))dy (5)

−
∫
R3

δΓ(Gij(y, x)Tjku
(I)
k (y)− u

(I)
k (y)TkjGji(y, x))dy

式 (5)の両辺を Fourier変換することで，次式を得る．

(δik − ĥijF δΓMjkF
−1)v̂k(ξ) = ĥijF δΓMjkF

−1û
(I)
k (6)

ここで，Mij は波数領域における散乱効果を表す演算子を

まとめたもの，δijはKroneckerのデルタを表す．式 (5)に

含まれている積分演算は式 (6)で消え，その代わりとして

波数領域のGreen関数 ĥij(ξ)，Fourier変換・逆変換の演算

子F ,F−1が現れている．式 (6)に含まれるFourier変換・

逆変換を離散化し，v̂i にかけられている演算子に Krylov

部分空間反復解法 3) を適用することにより，散乱波を求

めることが可能となる．

3 解析結果

図-1で表される三次元の座標系を考える．波動場のパラ

メータについて，Lamé定数を λ = 4.0 GPa, µ = 2.0 GPa,

質量密度を ρ = 2.0 g/cm
3 とする．

図 1: 座標系
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点震源の加振力を 1.0× 1010 N,加振振動数を 1.0Hzと

する．原点を x3 方向に加振することによって生じる入射

波の数値解析結果が図-2である．このとき入射波は加振方

向に広がるのではなく，加振方向と直交する方向に高い変

位振幅が生じている 4)．

また，波動場内の空洞によって生じる散乱波の数値計算

結果を図-3,4に示す．図-3は，図-2で示される入射波が，

空洞の中心座標 (0, 0, 5)，半径 3kmの球型の空洞に当たっ

たときに生じる散乱波の解析結果である．また図-4は，入

射波が空洞の中心座標 (5, 0, 5)，半径 3kmの球型の空洞に

当たったときに生じる散乱波の解析結果である．

図 2: 入射波 (x2 = 0断面)

図 3: 散乱波 (x2 = 0断面)

図 4: 散乱波 (x2 = 0断面)

図-3によると，波動変位は空洞に当たり，媒質と空洞の

境界部分で散乱し，広がっている．図-4でも同様の現象が

見られるが，こちらではより震源に近い境界上で振幅の高

い散乱波が生じていることがわかる．

また図-3,図-4両方の結果において，空洞の内部に散乱

波が生じていたり，加振点から空洞の中心に伸ばした延長

線上で振幅の高い散乱波が発生している様子が見受けられ

る．これは，散乱波の計算結果は入射波に影響するという

領域積分方程式の特徴を表しているためと考えられる．他

の解析手法を用いた結果と比較することで，本手法による

解析結果がどの程度の精度を有しているのか検討すること

が今後の課題である．

4 結論

本紙では，弾性波動場における境界積分方程式をデルタ

関数を用いて拡張し，領域積分方程式として解く手法につ

いて述べた．これにより，弾性波動場における境界積分方

程式を解く際にも，本研究室で開発を行っている領域積分

方程式の高速解法の適用が可能となることを示した．しか

しながら，数値解析の結果としては空洞内部に変位が生じ

てるなどの問題が残されており，解析結果の検証，および

更なる精度の向上が求められる．これからの課題としては，

境界要素法などの他の解析手法を用いて数値計算を行い，

本手法の解析結果の妥当性を検証することが必要と考えら

れる．
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