
キーワード SPH 法，MLS 法，多次元 MLS 法      連絡先 〒902-0213 沖縄県中頭郡西原町千原 1 番地 
                                     ℡(098)-895-8652 

付帯条件付き多次元移動最小自乗法の開発とその性能評価 
 

                              琉球大学 正会員 ○松原 仁   
                                琉球大学 正会員  伊良波 繁雄 

    

1. はじめに 

メッシュを必要としない数値解析手法の一つに，

SPH(Smoothed Particle Hydrodynamics)法がある．本

手法は，モデル生成における労力の大幅な削減が可能

であることや，大変形問題を比較的容易に扱える等の

利点を有している．一方，解析精度の面でいくつかの

問題も抱えている．MLSM(Moving Least Square 
Method)もまた，メッシュレス解析法の一つであり，

SPH 法に適用することで SPH 法の精度が向上するこ

とが確認されている．しかしながら，得られた近似関

数の値とサンプリング点における値が必ずしも一致し

ないため，ディレクレ型境界条件の設定が煩雑となる

問題点を抱えている．そこで，本研究では，境界条件

の設定が容易で，物理的意味を有する粒子パラメータ

の導入が可能な多次元型移動最小自乗法を提案する． 
2. 移動最小自乗法(MLSM)の概要と問題点 

ある領域内における任意の評価点での変位 uh(x)の近

似関数を次式にて定義する． 
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ここで，mは基底関数の項数，{p(x)}Tは基底関数， {a(x)}
は未定係数である．MLSM では，次式で定義される重

み付き自乗和を最小にするような未定係数を決定する． 
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n，{x}はそれぞれ評価点{x}の影響領域内における粒子

数および座標であり，uj は粒子 j における変位である．

式(2)を{a(x)}について解き，式(1)へ代入することにより

以下の近似関数が得られる． 
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ここで，{A(x)}はモーメントマトリックスと呼ばれ，次

式にて定義される． 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }[ ]∑
=

=
n

j

T
jj xpxprWxA

1

          (4) 

式(2)および式(3)から明らかなように，MLS を用いて

近似を行う場合，得られた近似関数の値とサンプリン

グ点における値が必ずしも一致しないため，ディレク

レ型境界条件の設定が煩雑となる． 

3. 付帯条件付き多次元移動最小自乗法(C-MultiMLS) 

野口らは，MLS に代わる近似手法として，評価点に

おける内挿された変位の値をその点に離散化された変

位の値に拘束する，という付帯条件付きの移動最小自

乗法（CLSM）を提案している．CLSM における近似式

は次式で表せる． 
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ここで， ii yx , は評価点の座標値であり，無条件で

iii fyxf =),( が成り立つ．したがって，MLSM のよう

に解析結果のリカバリング等の特別な処理は必要なく，

境界条件設定の負荷を考えると MLSM よりも良い近似

法であることが考えられる． 
 MLSM や CLSM の場合，ある粒子の物理場は多項式

にて仮定される．このとき，未定係数の物理的意味は

ない．しかしながら，一般的に，速度や応力などの物

理変数の成分は，複数の物理量と連成している場合が

多く，式 (1)や式 (5)のように単一の物理場に対する

MLSM や CLSM では対応できない． 
 ここでは多次元型の移動最小自乗法を提案すること

にする．今，l 個の物理量 f1(x), f2(x),…, fl (x)が m 個のパ

ラメータα1, α2,…, αmを介して関連付けられているもの

とする．このとき，粒子 i の関数値と計算値の間に生じ

る重み付き残差の平方和は次式となる． 
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ここで，N は近傍粒子数である．したがって，この値が

最小であるようにα1, α2,…, αmを決定すればよい．以上

のように，式(6)を用いれば，l 個の物理量を m 個のパラ

メータを介した移動最小自乗近似が可能となる． 
4. C-MultiMLS の精度（SPH 法との比較） 

ここでは，C-MultiMLS の精度を検証する．変位場は，

1 次および 2 次近似を想定した．なお，1 次の近似場は

次式にて与えられる． 
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ここで，uiおよび viは粒子 i の並行方向変位，θiは粒子
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i の回転，εix，εiy，γixyはひずみを表わしている．これら

の物理パラメータは，i粒子の近傍にある粒子を用いて，

式(6)によって決定することができるが，ここでは頁数

の制限により割愛させて頂く． 
4.1 片持ち梁の変位場における微分精度 

Timoshenko 梁の変位場を用いて梁の弾性エネルギー

を評価する．本例題では，Timoshenko 梁の変位量を解

析領域内の粒子に直接与えて評価する．解析モデルは，

図-1 に示しているように梁の長さが 8，梁せいが 3 で

あり，ヤング率 E は 1000.0，ポアソン比νは 0.25 を仮定

した．また，影響半径は最小粒子距離の 2.4 倍とし，粒

子配置は等間隔の場合と不規則の場合を用意した．一

般に，有限要素法にて定義されるエネルギー誤差ノル

ムは，要素ごとの面積積分を必要とする．しかしなが

ら，本研究で扱う粒子法では要素を用いないために，

有限要素法のエネルギーノルムは適用できない．そこ

で，本研究では，各粒子のエネルギー誤差ノルムを次

式にて定義する． 
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ここで， iε は iσ は，それぞれ粒子 i のひずみと応力値，
exact
iε と

exact
iσ は，粒子 i のひずみと応力の厳密解である．

つぎに，式(8)で表わされるエネルギー誤差ノルムの領

域全体におけるばらつきを評価するために，次式で定

義される標準偏差を導入する． 
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e はエネルギー誤差ノルムの領域全体における平均値

である．図-2 に粒子数と標準偏差の関係を示す．同図

より，収束率および精度ともに 2 次近似の C-MultiMLS
が最もよく，次いで 1 次近似の C-MultiMLS となってい

る．SPH 法による解は，SPH および改良 SPH（カーネ

ル近似を重みの総和で除したもの）共に，粒子数が増

加しても収束していない．図-3に C-MultiMLS 法と SPH
法で得られたせん断ひずみの分布を示す（粒子数：105）．
同図において，格子で描かれている曲面は厳密解を表

し，点は各粒子におけるせん断ひずみ値を示している．

SPH 法は領域全体において理論解と一致しておらず，

精度の面で大きな問題を抱えていると言える．一方，

C-MultiMLS による解は理論曲面と一致しており，精度

良く近似されていことがわかる． 
4.2 複雑な変位場における微分精度 

C-MultiMLS法の複雑な場に対する有効性を検証する

ために，次式で仮定される変位場を与え，せん断ひず

みの分布を定性的に評価する． 
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図-4に C-MultiMLS 法で得られたせん断ひずみの分 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

布を示す．同図より，C-MultiMLS 法の解は理論解とほ

ぼ一致しており，複雑な変位場に対しても有効である

ことがわかる． 

5. おわりに 

 本研究では，物理自由度を定義することが可能な多

次元型移動最小自乗法を提案した．SPH 法との比較解

析の結果，本手法が極めて高い精度を有していること

が分かった． 
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図-2 C-MultiMLS，SPH および MPS 法によるエネルギー

誤差ノルムの比較 

(a)規則的な粒子配置  (b)不規則的な粒子配置 
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図-3 粒子におけるせん断ひずみの分布(SPH 法との比較)
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図-4 複雑な変位場におけるせん断ひずみの分布(SPH 法と

の比較) 

(a)SPH 法        (b)C-MultiMLS 法 
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