
時間・空間の離散化にwavelet基底を用いた時間域境界
要素法の 2次元問題への適用

新潟大学大学院自然科学研究科 学生員 佐藤鉄太郎
新潟大学大学院自然科学研究科 正会員 紅露一寛
新潟大学工学部建設学科 正会員 阿部和久

1. はじめに
Wavelet法は，境界積分方程式の離散化に用いる基底関数

に wavelet基底を用いることで境界要素解析の高速化・効率

化を図る手法である．基底関数のゼロモーメント性により，

離散化の結果，得られる係数行列成分の大半が微小な成分

となり，それらを切り捨てる（0とみなす）ことで係数行列

を疎行列化し，計算効率の向上を図る．

Wavelet 法は，これまで適用の大半が Laplace 問題や

Helmholtz問題などの定常問題であり1)，拡散問題を時間域

境界要素法で解析するための wavelet法の導入・実用化に関

する研究は少数の成果が報告されるにとどまっている2),3)．

いずれも waveletを境界積分方程式にのみ離散化に適用し，

時間方向の離散化は従来法で処理したものである．しかし

ながら，waveletは境界値関数の近似等にも活用することが

でき4)，時間についての離散化と境界積分方程式の離散化の

双方で wavelet基底を用いる方法も構築でき，さらなるメ

モリ削減が期待できる．そこで，本研究では線形拡散問題

を対象に，時間・空間の離散化に wavelet基底を用いた時間

域境界要素法を提案し，その定式化の妥当性について検討

する．

2. 積分方程式の離散化
線形拡散問題における時間域境界積分方程式は，���� �� �

�を仮定して次式で与えられる．
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ここで，	は物体境界であり，�� � は時間変数である．また，

�はポテンシャル，� � ��	�
であり，� は拡散係数であ

る．
は外向き法線方向を表し，��� �� � ���	�
は基本解

である．離散化にあたり，式 (1)の �� �の時間変動を次式

の wavelet級数により近似する．次式において �，�，
に

ついて和をとるものとして，
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(2)

なお，����� ������ はそれぞれ時間近似に用いる scasling関

数，waveletであり，
����� ������ 
����� �����は展開係数である．
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�は最高階層，
�� 
��
�はそれぞれ ����� ������ の個数と

して定義する．さらに，式 (2)の展開係数を，境界上で定義

された wavelet展開により次式で近似する．
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(3)

なお，上式は �� �� �で和をとるものとし，�	� �
��はそれぞれ

境界上のwavelet展開に用いる scaling関数，waveletであり，
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�� は展開係数である．� は最高階層，��� �����

をそれぞれ �	� �
�� の個数として定義する．

ここで，式 (2)，(3)を式 (1)に代入することにより生じ

る残差を ���� � �と定義し，離散化条件として次のGalerkin

条件を課す．�� を解析によって時間変動を評価したい時間

の上界として，
� ��

�

�
�
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ただし，�� � �� ���� �� ����とし，��は式 (2)の自由度，��

は式 (3)の自由度であり，重み関数 ��は，時空の基底関数

のテンソル積で定義する．その結果，�� ���元の連立一次

方程式を得る．

�� � �� (5)

ここで，���はそれぞれ基本解 ��� ��の境界・時間積分に

より得られた係数行列であり，� ��はそれぞれ �� �の展開

係数を成分にもつベクトルである．これらのベクトルの成分

を未知成分について解き，境界上および時間方向にwavelet

級数の再構成を行うと，境界上の �� �の時刻歴が得られる．

3. 解析結果
図 1に示す例題を対象に，境界要素解析を行なった．拡

散係数は � � �とし，積分方程式は Haar waveletを用いて

離散化した．Wavelet展開は各部分境界において scaling関

数を 1個配置し，最高階層を� � 
としている．一方，時

間に関しては，解析対象時間を � � ��
�とし，この時間領

域で 1個の scaling関数を配置し，最高階層を � � �とし

た．結果として全自由度は，� � �� ��� � ����である．
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図 1 初期条件と境界条件．
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図 2 � � �なる部分境界上での境界要素解 ��の時刻歴．

なお，式 (6)の連立一次方程式は，対角スケーリング前

処理付き GMRES法で解くこととした．

図 2より，本手法で得られた境界要素解は，境界および

時間軸上で区間一定となる部分の中央点での解の近似を与

えるものであることがわかる．境界要素解は解析解によく

一致しており，本手法の定式化の妥当性が確認できる．次

に，各解析時刻における近似解の誤差 ���� を図 3 に示す．

なお，解析においては，切り捨て基準値を � � � � ���Æ

（Æ � 
� �� �� �� �）と設定し，誤差は次式で評価した．

���� ��
���
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ただし，�� は境界要素解が一定値をとる境界上の小区間の

長さであり，この小区間の中央点を �� とする．

本手法により得られた境界要素解は時間領域にも Galerkin

法を適用していることもあり，解析対象とする時間領域内

で誤差が平均化されたような誤差挙動を示している．また，

切り捨て誤差が近似解の誤差を増大させないような切り捨

て基準値が存在していることがわかる．

次に，係数行列の圧縮率（全成分数 �� に対する保存成

分数の割合 (%)），および計算時間を表 1に示す．当該の例

題では，本手法を適用することにより，切り捨てを実行し

ない場合と同程度の誤差を持つ近似解が，1/3程度の使用メ

モリで得られることがわかる．また，境界上の離散化にの
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図 3 各解析時刻における境界要素解の誤差 ����．

表 1 係数行列の圧縮率 (%)と計算時間．

切り捨て基準値 � 圧縮率 (%) 計算時間 (sec)

�� ���	 4.292 1707.50

�� ���
 10.899 2572.61

�� ���� 21.711 4082.16

�� ���� 36.565 5955.05

�� ���
 50.936 7562.86

� 64.160 8431.75

従来法 (Galerkin BEM) — 4.95

Wavelet BEM(空間のみ) 45.197 15.23

み waveletを用いた時間域 BEM3)による解析結果（切り捨

て基準値は最適値を採用）と比べると，使用メモリは 1/2程

度に削減可能であることがわかる．解の精度を保持するよ

うに切り捨てを実行した場合，事前切り捨て判定による計

算量の削減効果が現われ，計算時間は切り捨てを実行しな

い場合の 1/2程度で済んでいる．しかし，本手法では時間

積分・境界積分ともに二重積分を処理していることもあり，

総じて多くの計算時間を要している．

同一の例題を従来の時間域境界要素法で解いた場合，計

算時間は 4.95(sec)で済んでおり，本手法の約 1/800となっ

ている．また，境界上の離散化にのみ waveletを用いた時間

域 BEMの場合（15.23(sec)）と比べても，本手法の計算時

間は著しく大きい．そのため，本手法の実用化に際しては，

係数計算のさらなる効率化が必須である．
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