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１．はじめに

近年，固体の Euler型解法の研究が盛んである．岡澤
らをはじめとして，従来の Lagrange的な解法では扱え
ない大変形問題を扱った研究 1)や，超弾性体の構成則を

用いた流体との連成計算 2)などが行われている．固体の

Euler型解法は材料構成則が応力とひずみの関係で表さ
れる点が流体とは異なるが，それ以外は流体計算と同様

の手法が使用できる．本研究では，非圧縮性流体の解法

に基づく線形弾性体の Euler型解法に対して，陰的解法
を導入し，クーラン数と収束性の変化について考察する．

２．数値解析手法

本研究で扱われる非圧縮性線形弾性体の基礎式は，以

下の非圧縮条件，Euler 表記による平衡方程式と偏差応
力の時間発展式，密度関数 F の移流方程式である．
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ここで，tと xi は時間と 3次元直交座標系の座標成分で
ある．ui は xi 方向の流速成分で，密度 ρ, 圧力 p，偏差

応力 T ′
ij，せん断弾性係数 G は体積平均された値を用い

る．Lij と Dij はそれぞれ速度勾配テンソルとひずみ速

度テンソルである．F は固体の密度関数で，各領域に含

まれる固体の体積含有率を表す．

上記の基礎式を Collocated格子上で有限体積法によっ
て解析する．はじめに偏差応力の時間発展式から偏差応

力を求める．次に，速度の推定値を求め，圧力を計算し，

速度を更新する．これらの手順は，非圧縮性流体の解法 3)

と同様である．さらに，Collocated 格子上において，高
次精度のスキームの扱いが容易なC-ISMAC法 4)を用い

て偏差応力と予測段階の速度に対して陰的解法を適用す

る．非圧縮性線形弾性体に対する陰的解法による定式化

は，既報 5) を参照とする．

３． 片持ち梁の振動問題への適用

図–1に示すように，底面を固定した片持ち梁の下面を
周期 ωで振動させ，下部の振動に追随して片持ち梁が変

形する様子を再現する．境界に与える速度U は Ū sin(ωt)

とした．各変数の物性値は表–1に示すとおりである．固

体と固体以外の領域は密度関数 F によって判別し，変形

は密度関数の移流計算によって表している．固体以外の領

域ではせん断弾性係数を 0としているため，粘性のない流
体中の固体の運動を解析していることになり，Lagrange
型解法による解析とは計算条件が異なっている．本計算

では，時間間隔∆tを 1.0×10−4 ∼ 8.0×10−4 (sec), x方

向の格子数Nxと y方向の格子数Nyをそれぞれ 80，150
とした．図–1に参考までに示した応力分布は Ū = 0.01
のケースである．物体下部が x軸の正方向に移動するに

つれて，物体上部が負の方向に変形し，物体右側が引っ

張りにより正の応力，物体左側が圧縮により負の応力が

発生していることがわかる．
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図 1 計算領域と T ′
11 分布図

表–1 片持ち梁の振動: 物性値と幾何条件

ρ Density of solid [kg/m3] 1.0

G Shear modulus of solid [Pa] 100.0

ρ′ Density [kg/m3] 1.0

G′ Shear modulus [Pa] 0.0

L Length [m] 0.15

W Width [m] 0.08

l Length of solid [m] 0.10

w Width of solid [m] 0.01

ω Angular frequency [rad/sec] 10π/3

Ū Amplitude [m/sec] 0.01, 0.04, 0.16

C-ISMAC法では流速の推定値の計算が陰的に行われ
ているため，陽的解法よりも 1 step の計算負荷が大き
い．一方で，クーラン数による制限が緩くなるため，時

間間隔を大きくしても安定して計算が行え，結果的に計

算時間を短縮することができる．ただし，∆tを大きくす
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ると，収束速度が低下し収束するまでの時間が長くなる

ため，∆tの増加に比例した計算時間の短縮化は見られな

い．図–2は C-ISMAC法における計算時間を陽的解法の
計算時間 T0によって正規化したものと，時間間隔∆tの

関係を示したものである．今回扱った振動問題では，ど

のケースにおいても時間間隔∆tが 4 × 10−4 (sec) の時
に計算時間は最小となり，計算時間を約 1/2に短縮する
ことができた．一方で，4 × 10−4 (sec)より大きい値を用
いると，逆に計算時間が増加する結果となった．これは，

前述したように，収束速度が低下したことが影響してい

ると考えられる．ここで，収束速度の指標として，圧力

計算における反復回数 P と速度の予測段階における反復

回数 Sを用いる．図–3に，時間間隔∆tと反復回数の関

係を示す．反復回数 P と Sは，時間間隔∆tが 1 × 10−4

(sec)のときの反復回数 P0，S0によって正規化している．

図–3は両対数グラフなので，グラフの傾きを nとすると，

収束回数が ∆tの n乗に比例することがわかる．圧力計

算の場合，グラフの傾き nP は約 1.3で，予測段階の場
合，グラフの傾き nS は約 1.9である．これらのことか
ら，∆tを a倍にすることで全体の計算 step 数を 1/aに

削減できるが，1 step当たりの計算時間は a1.3∼a1.9倍に

増えるため，計算時間の短縮のためには，適切な ∆tを

設定する必要がある．また，nP や nS の値は，対象とし

ている問題や連立方程式の解法によって異なると考えら

れるので，陰的解法を有効に活用するために nP や nS を

小さくする必要がある．

図 2 計算時間の比較

４．おわりに

本研究では，非圧縮性線形弾性体の Euler型解法に対
して，陰的解法を導入することでクーラン数による制限

をなくし，時間間隔を大きく取ることで計算時間の短縮

化を図った．その結果，今回対象として計算条件では，陽

(a) 圧力計算段階

(b) 速度の予測段階

図 3 反復回数と時間間隔の関係

的解法に比べて 1/2に短縮することができた．一方で，時
間間隔を a倍とすると収束速度は an(n = 1.3 ∼ 1.9)と
なり，収束するまでの時間が長くなるため，時間間隔の

増加に比例した計算時間の短縮化は見られなかった．
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