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1. はじめに 

近年，FEM の枠組みの中で Partition of Unity (PU)により，対象とする問題の解の特性を直接的に利用する近似法

として PUFEM1)が提案された．さらに，その典型的な適用例として，エンリッチメントと呼ばれる特異性あるい

は不連続性を含む関数を局所的に節点へ付加する近似を用いた XFEM2)が提案された．この XFEM は，特にき裂解

析への適用において多くの研究成果が報告されており，き裂の容易なモデル化やリメッシュ処理の回避など，そ

の有用性が示されている．しかし，XFEM では構成する節点の一部のみにエンリッチ関数が付加された要素であ

る Blending Elements (BE)が不可避的に存在し，その内部における近似精度の低下が指摘されている 3)． 

本研究では，この BE の問題に起因した解析精度の低下を解決するために，XFEM の再定式化（PU-XFEM）の

提案を行った． 

2. 従来の XFEM 近似 

従来の XFEM 近似ܝୟ୮ሺܠሻは，次式のように標準の有限要素近似ܝୱ୲ୢሺܠሻにエンリッチメントୣܝ୬୰ሺܠሻを局所的に節

点単位で付加することで構成される． 

ሻܠୟ୮ሺܝ    ൌ ሻܠୱ୲ୢሺܝ ൅ ሻܠୱ୲ୢሺܝ ，ሻ   ただしܠ୬୰ሺୣܝ ൌ ∑ ߶ூሺܠሻܝூூאே ሻܠୱ୲ୢሺܝ  ，  ൌ ∑ ߶ூሺܠሻΨሺܠሻ܉ூூאே౛౤౨             (1) 

ここで，߶ூሺܠሻは標準の有限要素近似の内挿関数である．また，Ψሺܠሻはエンリッチ関数と呼ばれ，ܝூおよび܉ூは有

限要素近似およびエンリッチメントに対応した節点自由度である．ܰୣ୬୰はエンリッチメントを付加する節点集合

である．式(1)で定義される従来の XFEM の近似において，エンリッチメントは節点単位で付加される．このため，

部分的にエンリッチメントが付加された要素である BE が不可避的に存在する． 

BE の内部の近似法（図-1 参照）により，次式の 1 次元問題に対する内挿誤差߂の評価に示すように，標準の有

限要素近似（収束次数 2）と比較して収束次数は少なくとも 1/2 低下する． 

ԡ߂ԡ௅మሺΩሻ ൑ ൛׬  ݔଶ݀|߂| 
Ω౛౤౨ାΩౘౢ౤ౚାΩ౩౪ౚ ൟଵ/ଶ ൌ ܯඥሺܥ െ 1ሻ݄௣ ൅ ݄ଷ ൅ ሺܰ െܯሻ݄ହ ൑ max൛݄ܥ௣/ଶ,  ଷ/ଶൟ                 (2)݄ܥ

3. PUFEM に基づく XFEM の再定式化 

上記した BE の問題を解決するために，近似精度の保証を基礎とした PUFEM の XFEM への適用法を再検討する

ことで，次式に示す XFEM の再定式化（PU-XFEM）を行った． 

ሻܠୟ୮ሺܝ ൌ ߮଴ሺܠሻܞ଴
ୟ୮ሺܠሻ ൅ ߮ଵሺܠሻܞଵ

ୟ୮ሺܠሻ  ただし，ቊ
଴ܞ
ୟ୮ሺܠሻ ൌ ∑ ߶ூሺܠሻܝூூאே                        
ଵܞ
ୟ୮ሺܠሻ ൌ ∑ ߶ூሺܠሻሼܟூ ൅ Ψሺܠሻ܉ூሽூאே

 ， ൜߮଴
ሺܠሻ ൌ 1 െ ߮ଵሺܠሻ      

߮ଵሺܠሻ ൌ ∑ ߶ூሺܠሻூאே౛౤౨
     (3) 

ここで，߮଴ሺܠሻ，ܞ଴
ୟ୮ሺܠሻおよび߮ଵሺܠሻ，ܞଵ

ୟ୮ሺܠሻは，有限要素近似およびエンリッチメントに対応する PU，近似関数

の組みである． 

この PU-XFEM 近似ܝୟ୮ሺܠሻに関する BE 内部の近似法は，従来の XFEM 近似と大きく異なる形式となる（図-2

参照）．1 次元問題に対する内挿誤差߂の評価の結果，再定式化した PU-XFEM は，従来の XFEM に関して指摘さ

れた内挿誤差の収束次数の低下が生じず，次式のように適切な収束次数が得られることが示された． 

ԡ߂ԡ௅మሺΩሻ ൑ ଶሻଶ݄ܥԢሼሺܥ2√ ൅ ሺ݄ܥ௤ሻଶሽଵ/ଶ ൑  ଶ                                                             (4)݄ܥ
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図-1  BE における従来の XFEM 近似 図-2  BE における PU-XFEM 近似 
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4. き裂解析のモデル化 

PU-XFEM による 2 次元線形破壊力学問題への適用では，従来の XFEM と

同様エンリッチ関数として，き裂面の変位不連続性を再現するためのヘビサ

イド基底ܪሺܠሻとき裂先端近傍特異場を再現するための変位の漸近解基底

ሻ ሺ݇ܠ௞ሺߛ ൌ 1,…4ሻを用いる．なお，ܪሺܠሻは BE において定数関数であり BE

の問題が生じないため，例外的に従来の XFEM と同様の定義を用いる．

PU-XFEM によるき裂解析の変位場の近似ܝୟ୮ሺܠሻを次式で定義する． 

ሻܠୟ୮ሺܝ ൌ ߮଴ሺܠሻܞ଴
ୟ୮ሺܠሻ ൅ ߮஼ሺܠሻܞ஼

ୟ୮ሺܠሻ  ただし，ቊ
଴ܞ
ୟ୮ሺܠሻ ൌ ∑ ߶ூሺܠሻܝூூאே ൅ ∑ ߶ூሺܠሻܪሺܠሻ܊ூூא௃

஼ܞ
ୟ୮ሺܠሻ ൌ ∑ ߶ூሺܠሻሼܟூ ൅ ∑ ூ௞ସ܋ሻܠ௞ሺߛ

௞ୀଵ ሽூאே     
，൜߮଴

ሺܠሻ ൌ 1 െ ߮ଵሺܠሻ 
߮஼ሺܠሻ ൌ ∑ ߶ூሺܠሻூא஼

  (5) 

ここで，܊ூおよび܋ூ௞ሺ݇ ൌ 1,…4ሻは，それぞれエンリッチ関数ܪሺܠሻおよびߛ௞ሺܠሻ ሺ݇ ൌ 1,…4ሻに対応した節点自由度で

ある．また，ܬおよびܥは，図-3 に示すような節点集合である． 

5. 数値解析検証 

以下に示す基本的な解析モデルを用いて，本研究で再定式化した

PU-XFEM の有効性に関する検証を行った． 

5.1 無限板モデル  図-4 に示す無限板モデルを用いて基本的な解析

精度の検証を行った．まず，変位場に関する L2 誤差ノルムの収束性（図

-5）の評価の結果，PU-XFEM を用いた場合，従来の XFEM と比較し

て解析精度の大きな改善が示された．また，き裂先端近傍応力場の再

現性（図-6）の評価の結果，PU-XFEM を用いた場合，エンリッチメ

ントが付加される領域において従来の XFEM のような誤差は発生せ

ず，き裂先端近傍の漸近解を正確に再現可能であることが示された． 

5.2 有限板モデル  図-7 に示す有限板モデルを用いた破壊力学パラメ

ータの解析精度の検証を行った．J 積分の領域積分法により算出した

応力拡大係数 KI の収束性（図-8）の評価の結果，PU-XFEM を用いた

場合，従来の方法よりも要素分割による解析精度の安定性が大きく向

上し，広い範囲で高精度に破壊力学パラメータを算出可能であること

が示された．このため，実用性の観点からもその有効性が示された． 

6. 結論 

従来のXFEMにおけるBEの問題を解決するた

めに，解析領域全体の近似精度を保証する

PUFEM 近似の XFEM への適用法に再検討を加え

ることで XFEM の再定式化（PU-XFEM）を行っ

た．1 次元問題を対象とした誤差解析の結果，従

来の XFEMにおける BEの問題の本質的な解決が

示唆された．また，PU-XFEM を 2 次元の線形破

壊力学問題に適用し，基本的な数値解析モデルを

用いて，数値解析の精度に関して従来の XFEM と

の比較を行った．その結果，本研究で再定式化し

た PU-XFEM は，エンリッチメントに組み込まれ

た既知である解の特性をより正確に再現でき，こ

のため従来の XFEM と比較していずれの評価に

おいても高い解析精度を示した． 
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図-3  き裂解析における節点集合

図-4  無限板モデル 

図-5  L2 誤差ノルムの収束性 

図-7  有限板モデル 図-8  応力拡大係数 KI の収束性
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図-6  最大主応力の再現性（要素分割 7 × 7）

1.0E-04

1.0E-03

1.0E-02

1.0E-02 1.0E-01

相
対
L 2
誤

差
ノ

ル
ム

要素サイズ（き裂長さにより正規化）: h/a

従来のXFEM
PU-XFEM

-14.0 
-12.0 
-10.0 

-8.0 
-6.0 
-4.0 
-2.0 
0.0 
2.0 
4.0 

1.0E-02 1.0E-01

誤
差

(%
)

要素サイズ（き裂長さにより正規化）: h/a

従来のXFEM
PU-XFEM

土木学会第65回年次学術講演会(平成22年9月)

 

-20-

 

CS8-010

 


