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1. はじめに
レールは温度変化によって膨張・収縮する. そのため，レー

ルは長手方向に圧縮または引張の軸力を受けることになる．

この軸力はレールの座屈・破断の原因となるので，レール

の受けている軸力を把握することは軌道管理上重要となる．

当該軸力の測定を目的にこれまでに様々な方法が検討さ

れてきたが，それぞれに短所があり条件に適うものがない

のが現状である1)．特に，軸力のない状態での初期値の測定

を必要とする点が共通した問題点として挙げられる．

そこで本研究では，レールを伝わる波動の伝播特性と軸

力との関係に着目し，軸力測定の可能性についての基本的

検討を行う．なお，当該法については，実験による検討がな

されており，その適用可能性が示唆されている2)．しかし，

その理論的背景については議論がなされておらず，十分な

理解には至っていない．

著者らは，これまでに軸力を受ける波動モード解析に基

づき当該測定手法の可能性について検討した3)．そこでは

レールを 1次元 Timoshenkoばりで，まくらぎを質点でモデ

ル化し，鉛直・水平たわみ振動モードについて分散解析を

行った．しかしこの場合，捩り振動，まくらぎ振動モード

の影響，左右レールの相関等を評価することができない．

そこで本研究では，3次元はり要素を用い，左右レール・

まくらぎから構成される軌道系を対象に，軸力下での波動

分散解析を行う．なお，解析では水平・鉛直たわみと捩り

振動の影響を考慮する．以下ではまず，軸力を受けるはり

のたわみ振動の運動方程式を記述する．次に軌道系を構成

する周期構造の最小単位であるユニットセルを離散化した

後，Floquet原理4)を適用し，円振動数 � と Floquet波数 �

および軸力� に関する固有値問題を導出する．この固有値

問題を解くことで，周波数 ����と Floquet波数 �および軸

力� との関係 (分散曲面)を求めていく．そして軸力測定に

適する振動モードについて検討する．

2. 軸力を受けるはりのたわみ振動問題
レール，まくらぎを Timoshenkoばりでモデル化する．軸

力を受けるはりのたわみ振動のつりあい式から，次の運動

方程式が得られる．
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図 1 軌道モデル
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表1　各バネ定数
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ここで，
ははりのせん断弾性係数，� は断面のせん断係

数である．�は断面積，�は密度，�はヤング係数，� は断

面二次モーメント，は水平または鉛直方向のはりのたわ

み，�は断面の回転角，�� はレール軸回りの捩れ角であり，

�� ははり断面重心から捩れ中心までの距離であり，水平振

動において考慮される．

軌道系をまくらぎにより離散支持された無限周期構造と

してモデル化する．図 1は，無限軌道のまくらぎ１区間 (１

ユニット)を表したものである．当該ユニットのレール・ま

くらぎについて，重み付き残差式に基づき式 (2)等の運動

方程式の弱定式化を行い，離散化すると，次式を得る．

� �� �� �� � �� � ��� ���� � � �� ���� � (3)
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�� �は任意の仮想節点変位ベクトル，� �� �はその共役であ

る．���はレールの剛性行列，�� �は質量行列，���� �� �

は節点変位・節点力ベクトル，��� �� はたわみ の補間関

数であり，３次 Hermite多項式により与えられる．

3. 分散特性の解析
Floquet原理4)より周期構造物における定常解は次の第 2

種周期性をもつ．

�� � ���
�����　 ��� � ����

���� (4)

ここで，�は周期長 (まくらぎ間隔)，�　��� �　��は１ユニッ

ト (図 1)の手前と後方レール端における節点ベクトル，�は

Floquet波数である．
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図 2 周波数 � と Floquet波数 �と軸力 � との関係

式 (4)を式 (3)に適用し ��� �	�を消去して次式を得る．

��� � �� � � ��� ���� �� � � (5)

ここで，( � )は式 (4)の条件を課して行列を整理したため，

もとの行列とは一致しないことを表している．

式 (3)における行列�，�，� は実対称行列であるので，

式 (5)の係数行列は Hermite行列となる．さらに，各行列の

正定値性より，固有振動数 �および軸力� の値は実数値を

とる．この固有値問題を解くことで，円振動数 �と Floquet

波数 �と軸力 � との関係 (分散曲面)を求める．

4. 解析条件

図 1で示すように，バネで離散支持された無限長レール

を軌道モデルとして考える．まくらぎ間隔は �=0.6mとし，

レールは 50kgNレール，まくらぎは PCまくらぎを想定し

ている．各バネ定数を表 1に示す．

5. 解析結果

周波数 � と Floquet波数 �と軸力� の関係は 3次元空間

中の曲面として表される．そこで，軸力が 0Nから 2MNご

とに増加したときの周波数 � と Floquet波数 ��の関係を表

したものを図 2に示す．なお，図には各振動モードも合わ

せて示した．図中の水平線は主にまくらぎが振動するモー

ドである．

この図で，�� � � における分散曲線の傾きが 0になる

モードの内，軸力の影響が認められるものを A,B,C,D,Eで

分類する．これらの箇所は，レールを加振した際に大きく
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図 3 締結装置の回転ばね定数の影響

応答し，測定しやすいモードに相当するため，軸力の測定

にはこれらの振動モードを利用するのがよいと考えられる．

著者らは 1次元モデルでの研究3)より，まくらぎ位置を節

とするため，締結装置のバネ定数やまくらぎの影響が少な

いことから，軸力測定に適する振動モードは水平たわみで

A，鉛直たわみで Dであるとの結論を得た．この A,Dの振

動モードについて再検討していく．

(1) 締結装置等のバネ定数の影響

実際の軌道において，締結装置やまくらぎ下パッドの剛

性はある程度バラツキを有するものと考えられる．そこで，

締結装置等に関するバネ定数の違いが結果に及ぼす影響に

ついて調べた．

図 1に示したバネ定数のうち，唯一 A，Dの振動モード

に影響が認められた回転ばね定数 k�	,k�
 に関する結果を図

3に示す．なお，まくらぎ剛体モデルの場合を示した．A～

Cの振動モードはまくらぎ振動を伴わないため，本モデル

変更の影響は全く受けない．Dの振動モードは，まくらぎ

の振動を伴うため，若干の差異が認められるものの，傾向

に本質的な違いはなかった．

A,D の振動モード共にその部分の回転量が大きくなる

k�
,k�	 の影響を受けることが確認できる．

6. おわりに
A,Dの振動モードが軸力測定には適していることを確認

した．特に水平振動モード Aは本解析では締結装置等の剛

性の影響を受けず，感度も高いことから現時点では軸力測

定に最適であると考えられる．今後は現実の軌道系の不均

一性が感度に及ぼす影響について検討していく．
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