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1. はじめに 
 有限要素法解析においてメッシュの絡み合いなどから計算精

度が低下するような地盤の大変形問題の解析において，連続体を

有限の粒子の運動として近似する粒子法の研究が進められてい

る．Material Point Method (MPM)1)は粒子法の一種であり，連続体

をLagrangian 質点に離散化し，計算はEuler 格子で行うため，大

変形問題を無理なく解析する事ができる手法として流体・固体力

学で発展し，地盤力学の分野でも近年適用されてきている． 
 越流時の河川堤防は，川裏側の法尻や堤防斜面が越流水によっ

て洗掘され進行的に破壊していく．すなわち，洗掘された土は元

の連続体から破断した状態となる．MPM では，変形過程におい

て，ある粒子が存在する格子に隣接する格子に粒子が無い場合，

その粒子は他の粒子と相互作用を持たなくなり，破断した状態と

なるが，越流時の洗掘などの実現象では粒子同士が近傍に位置す

る状態においても破断が生じる．そこで本研究では，現在まで開

発を行ってきた多相連成 MPM-FDM 解析法 2)に新たな破断条件

を導入し，越流時の河川堤防の浸透－変形連成解析に適用した． 
 
2. 多相連成MPM-FDM法の支配方程式 
 不飽和土の多相連成挙動を解析するため，簡易三相法に基づく

支配方程式 2),3)を定式化し，固相をMPMで，液相をFDMで離散

化した． 
 不飽和土の応力変数として骨格応力を用いた。骨格応力テンソ

ル ijσ ′ は次式で定義される． 
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ここで， ijσ は全応力テンソル， ijδ はKroneckerのデルタ， ap は

間隙空気圧， wp は間隙水圧， rS は飽和度である． 
 簡易三相系法に基づき，運動方程式と液相の連続式は以下のよ

うに与えられる． 
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ここで，ρ は混合体の密度， s
iu&& は固相の加速度ベクトル， ib は

物体力ベクトル，k は透水係数， fρ は流体の密度，g は重力

加速度， s
iiε& は固相の体積ひずみ速度，n は間隙率， fK は流体

の体積弾性係数，上付きの・は時間微分を表す． 
 気相の連続式も定式化するが，簡易三相系法では，空気の圧縮

性が非常に高いことから，気相の連続式は常に満足されていると

仮定する． 
 次に MPM-FDM 連成法の支配方程式を示す。ここでは未知数

を格子点の運動量増分 IP∆ と格子中心の間隙水圧 f
Ep としている． 

 
{ }

{ } { }

1 0
( )

( )
[ ]

r v I int ext
I IT f

ETv f
Ii f

Ei

S K t P
f f t

pK R tA t t pM
α α

⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎡ ⎤− ∆ ∆
+ ∆⎢ ⎥

=−⎢ ⎥ ∆′ ′− ∆ ∆′⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (4) 

 [ ]
1

pN

p I p
p

M M N X⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= ∑  (5) 

 
1

pN
int s

I p p Ip
p

f M X Gσ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= − ′∑  (6) 

ここで，[ ]M はLumped massマトリクス， pM は粒子の質量， pN
は粒子数である． IN は格子の基底関数で，有限要素法のアイソ

パラメトリック要素の形状関数と同様の関数を用いる。 pX は粒

子の座標， sσ ′ は粒子の比骨格応力， IpG は基底関数 IN の空間

勾配ベクトル， int
If は内力ベクトル， ext

If は外力ベクトル， f
IR

は連続式の右辺である．定式化の詳細は参考文献 2)を参照された

い．また，粒子の速度は以下のように更新される． 
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3. 破断を考慮したMPM解析 
3.1 破断条件 

 MPM の解析において，隣接する格子に粒子が存在する場合で

も，破断が起こるように破断条件を設定する．通常のアルゴリズ

ムで解析を行うと，破断が起こった時点で隣接する格子に粒子が

存在すれば，格子点を共有するため，相互作用がある．そこで図

1に示すように，破断した粒子の計算については，共有格子点を

固定境界と考え，元の連続体とは相互作用せずに重力と初速に従

って剛体上を移動していくとする．破断した粒子は元の連続体の

上に乗っているため，自重は元の連続体に働くとする． 

 粒子が破断したかを判定する閾値としては，粒子間距離やひず

みなどが考えられる．本研究で用いる構成式は砂の繰返し弾塑性

構成式 4)であり，塑性偏差ひずみの蓄積量 pγ によってせん断剛

性を低減させている．また，越流水による掃流力は斜面の接線方

向にせん断力として働くと考えられる。これらから，破断条件と

して蓄積塑性偏差ひずみ pγ （ pdγ= ∫ ， 1/ 2( )p p p
ij ijd de deγ = ，

p
ijde ： 塑性偏差ひずみ増分テンソル）を採用し， pγ が閾値を超

えると破断するとした． 
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図1 破断粒子の境界条件 

3.2 解析結果 

前節で提案した破断を考慮した解析例について述べる．解析モ

デルを図2に示す．材料パラメータについては表1に示す豊浦砂

のパラメータを用いる．本解析では川表側からの水の流入はない

ものと仮定して，越流による水圧を川裏法面に考慮する．具体的

にはMPS5)によって求められた，同じスケールの堤体上を流れる

水粒子の鉛直壁面衝突圧を境界水圧として与えた． 

 

 

 

 

 

壁面衝突圧の分布図 
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図2 解析モデル図 

数値実験として相対密度60%の豊浦砂を想定している．また，初

期飽和度は 60%とし，初期サクションは-5.52kPa である．なお，

MPM では Euler 格子を任意に設定する事ができるが，本解析で

は初期の格子を最後まで用いた．また破断条件については pγ ≧

0.05と設定した． 

図3に飽和度分布図，図4に蓄積塑性偏差ひずみ分布図を示す．

図3より，川裏法面から水が浸入し飽和度が上昇していく様子が

確認できる．図 4 より，1200 秒後では法面粒子の一部が閾値を

越え破断条件を満たしている．さらに 2200 秒後では法尻部の粒

子において破断条件を満たした．それに伴い，破断された粒子の

下部が新たに境界面となり，その面に境界水圧が作用し，進行的

にひずみが発生している． 

表1 解析に用いたパラメータ 
e0 0.756 Mf

* 0.987 γP
ref 0.04 ρ(Mg/m3) 1.911

λ 0.012 Mm
* 0.792 γE

ref 0.5 OCR* 1.2
κ 0.0025 B0

* 2700 D0 1.1 Cd 2000
G/σ'm0 827 B1

* 130 n 1.0 α 2.0
k(m/s) 1.0×10-4 Cf 750 Kf(kPa) 2.0×106 n' 4.0  

 

 
 
 
 
 
 
 
 

図3 飽和度分布図 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図4 蓄積塑性偏差ひずみ分布図 

（左：破断した粒子を赤色で表示） 
4. 結論 
 多相連成 MPM-FDM 法に新たな破断条件を導入し，粒子が近

傍に位置する場合においても，大きな偏差ひずみが発生した粒子

が破断し，元の連続体とは相互作用せずに変形していくという大

変形問題の特徴的挙動を表現した．解析例として堤防半断面モデ

ルにおいて越流を考慮した浸透－変形連成解析を行い，進行的な

破壊を表現することができた．今後，越流水による掃流力を適切

に導入し越流実験のシミュレーション解析を行うことが課題で

ある． 
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