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1 はじめに
1904年の Lambの論文 1)以来，点加振で生じる自由表

面を有する弾性波動場の特性の検討は，様々な研究者に

よって行われてきた 2)．Lambは地表面の点加振解を無限
積分で表現し，留数定理から表面波を，分岐線積分から実

体波を導出している．この中で分岐線積分で導出される実

体波よりも，留数定理から導出される表面波の数学的扱い

は比較的容易であり，地表面で波動を観測する場合には分

岐線積分の寄与は大きくならないこともある．しかし，著

者らは地表面点加振によって生じた波動を地中深部の媒質

の変動領域に波動を照射する数値実験を行っており，こう

した場合には，留数定理のみから入射波動場の性質を論じ

ることには限界がある．本論文では最急降下法 3) を用い

て，点加振解を評価し，地中深部へ伝わる実体波の特性を

検討する．

2 解析手法の概要

2.1 変位場の波数積分表示

3次元の半無限弾性波動場の地表面を鉛直方向に加振し
た場合，変位場は次式で表現される．
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ここに，u = (uz, ur, uθ) ∈ R3
+ は円筒座標系における変

位場，qは加振力，λ，µは波動場の Lamé定数である．ま
た，I は波数積分でそれぞれ次式で表せる．
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ここで，k は波数，γ =
√

k2 − k2
L，ν =

√
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T であ

る．各変数に用いられている添字の L，T はそれぞれ P

図– 1: 座標系及び鉛直角の定義

波，S波に関するものであることを示す．また，F (k)は
Rayleigh関数であり次式で表せる．

F (k) = (ν2 + k2)2 − 4k2γν (3)

2.2 最急降下法による点加振解の評価

式 (2)の波数積分に対して最急降下法を適用すると，変
位場は次式のように表せる．

uz = − q

2πµR

[
SzLe−ikLR + SzT e−ikT R

]
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ここに，R =
√

r2 + z2 である．また，S は，
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ここで，ϕ = tan−1(r/z)は鉛直角 (vertical angle)，h =
cT /cL は波速の比である．ϕと Rは図–1に示すように定
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義している．また，FL，FT は，
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3 数値計算結果
地表面に鉛直方向の点加振を加えた場合の変位の振幅分

布を図–2に示す．この図は鉛直断面の結果であり，計算に
は一般化Fourier変換 4)を用いた．波動場の Lamé定数は，
λ = 0.5 GPa，µ = 1.0 GPa，質量密度は 2.0× 103 kg/m3

とする．また，加振振動数は 1.0 Hz，加振力の大きさは
q = 1.0× 107 kNとする．ここからも分かるように，変位
振幅は自由表面に沿った部分と鉛直方向からある角度を有

する領域で高い値を示している．

特に，地中方向のある領域で変位振幅が高くなる現象が

最急降下法で再現できるかどうかを検討してみる．図–3に
最急降下法で得られた変位振幅と，一般化 Fourier変換及
びHankel変換で計算した変位振幅を比較した結果を示す．
横軸は図–1に示すような鉛直角 ϕをとり，縦軸に変位振

幅をとっている．地表面原点からの距離 R = 5 kmとす
る．最急降下法による解とHankel変換による解の傾向は，
35°< ϕ < 45°の領域と ϕ > 80°の領域を除いて，概ね良
好に一致している．前者の領域は，式 (5)，式 (6)におい
て，

√
h2 − sin2 ϕ ' 0となる領域で，S波に関する成分が

限りなく小さくなることで，最急降下法による解の変動が

激しくなっている．後者の領域は，表面波の領域であり，

最急降下法による近似は限界があることを示している．一

般化 Fourier変換による解は，Hankel変換による解と同様
な曲線を描いている一方で，変位振幅は小さくなっている．

これは，一般化 Fourier変換による手法の波数積分間隔及
び空間解像度が粗いこと，また，Hankel変換による手法
はCauchyの主値と留数に分離する方法をとっているため，
減衰因子を考慮していないことの 2点が考えられる．
図–3の最急降下法の結果によれば，ϕ = 40°付近で変位

振幅はピークを示しており，一般化 Fourier変換やHankel
変換による変位振幅のピーク 40°< ϕ < 50°と，概ね一
致している．即ち，最急降下法で変位振幅が高くなる地中

深部の領域を求めることが可能である．

4 むすび
本論文では，最急降下法を用いた点加振で生じる地中深

部へ伝わる実体波の伝播特性の検討と題し，最急降下法を

用いて点加振解を評価し，地中深部へ伝わる実体波の特性

を検討した．変位振幅の値が大きい領域のうち，地中方向

のある領域で変位振幅が大きくなる現象を，最急降下法に

よって検討を試みた．最急降下法によれば，変位振幅の高

い領域は従来の手法と概ね一致しており，地中方向へ伝わ

る実体波が指向性を持って伝播することが確認できた．
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図– 2: 変位の振幅分布図 (y = 0 km)
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図– 3: 変位振幅の比較図 (R = 5 km)

今後の課題は，地表面点加振によって生じる実体波の伝

播特性を活かして，地中深部の媒質の変動領域へ照射する

効果的な波動の策定を検討することである．
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