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１．研究目的とその背景  

不連続ガラーキン有限要素法(DGFEM)とは，一般的

な有限要素法(FEM)に比べ，各要素間の不連続性を許

容する事により，要素境界において目的変数とその微

分値に不連続な解析値を与える手法である．よって，

DGFEM は複雑な幾何形状に対する柔軟性と，物性値

の不連続性が卓越する条件下での高い解析精度を有す

る手法であると考えられており，国内では鈴木ら 1)によ

り，非定常移流拡散方程式への適用がなされ，透水係

数等の物性値の不連続性が卓越するような条件下にお

いても，精度の高い解を得られる事が実証された．し

かし，当手法の基礎的原理・特性に関しては，研究事

例が少なく，明らかにされていない部分が多い． 

そこで本研究では，変分原理に基づき，拡散項を含

む基礎的な問題に対して定式化を行い，ラグランジュ

乗数の設定，不連続値の評価・制御について述べる．

当手法の適用事例としては，一次元における張力と荷

重を与えられた弾性床上の弦のたわみ問題を扱い，解

析値の特徴について比較・検討を行う． 

 

２．変分原理による DGFEM の定式化 

張力T ，荷重w が与えられた弾性係数 k の床上の弦の

たわみに関するエネルギー汎関数は，非退化形式で以

下のように記述できる．(図 1 参照) 
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二要素からなる系の場合，以下の汎関数の第一変分

をゼロとする事で，各領域での有限要素式が得られる． 
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          (2) 

一般的な FEM では各領域での有限要素式を重ね合

わせて，全体行列を導出し，要素境界で一つの解析値

を得る事ができる． 

 一方，DGFEM では要素毎に境界値を定義し，要素

間での連続性に関して付帯条件を与えることが大きな

特徴である．二要素からなる系を考え，要素境界でラ

グランジュ乗数  を導入し，連続性に関しての付帯条

件を与えた場合，汎関数は以下のように記述できる． 
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    (3) 

int は二要素間の接触境界である． int に関する境界

積分項が， int での境界値の連続性に関する制約条件と

なる．式(3)の第一変分をゼロとする事で，以下の式(4)

～式(6)が得られる． 

 2 0 1, 2i i iT k w in i                (4) 

1 2 int0 on                    (5) 

1 1 2 2 int0, 0T T on           n n      (6) 

式(5)，式(6)はそれぞれ int でのたわみとたわみ角の

連続性に関する制約条件である．ここで式(6)より，ラ

グランジュ乗数  を二領域の変数 1 2,   とパラメー

タ 1 2,  により次のように表現する場合を考える． 

   1 1 1 2 2 2T T         n n          (7) 

式(7)を式(6)の二つの式に代入し 1 を消去すること

で，ラグランジュ乗数を単一の変数 を用いて以下のよ

うに記述できる． 

     1 1 2 21T T          n n        (8) 

(i)    1 1 0T      n               (9) 

(ii)    2 2 1T      n            (10) 

(iii)    1 1 2 20.5 0.5T        n n     (11) 

以上のように，  に任意の値を与えてラグランジュ

乗数を定義し，式(2)の汎関数の第一変分をゼロとする

事で，境界で二つの不連続な解析値が得られる．また，

 の与え方により，x 軸に沿って移流を伴うような問題

でいえば風上側( 0  )，または風下側( 1  )に重み付
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けをして解析が行える．なお， 0.5  の場合は風上，

風下に等価な重みづけが行える．実際の解析では，全

ての境界に対して任意の を用いてラグランジュ乗数

を定義し，汎関数の第一変分をゼロとする事で，それ

ぞれの領域での DGFEM による有限要素式が得られる．

 

３．解析モデルと解析結果  

本研究の解析モデルを図 1 に示す．両端部で 0  と

し，要素数は 9 要素(図 2 参照)を基準に 2 倍，4 倍と要

素数を増やし，9 要素,18 要素,36 要素で解析を行った．

一次の形状関数を用いて， 0.5  と設定した場合の解

析結果を図 3 に示す． 軸に対称な解析結果が得られ

ている事から，風上側と風下側で等価な重み付けがな

されている事がわかる．また，境界での不連続値の差

は，要素数の増加に伴い小さくなり，理論解へと収束

している事がわかる．ここで，境界での不連続値をど

う評価・制御するかが問題となる． 

 

４．ペナルティ関数法による不連続値の評価と制御 

Zienkiewicz2)は，汎関数に下記の安定化項を付加し，

ペナルティ関数法により不連続性を制御する手法を提

案している． 
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ここで， はペナルティ係数の役割を果たす安定化パ

ラメータであり， の値を大きく設定する事で，要素間

の不連続値が制御できる． 50T h  として解析を行っ

た結果が図 4 である．全ての境界で不連続値が制御さ

れ，理論解にほぼ一致している．なお，本解析手法は，

一般的な FEM と比較して遜色ない解析精度であるこ

とがわかっている．  

 

５．まとめと今後の課題 

 本研究では変分原理に着目し，拡散項を含む問題に

対して DGFEM の定式化を行い，その解析値の妥当性

や特徴について基礎的な検討を行った．結果，DGFEM

の大きな特徴である境界での不連続な解析値が確認で

き，それらの不連続値はペナルティ関数法により制御

可能な事がわかった．しかし，不連続値を制御する事

で，要素毎の力のつりあいが損なわれる事も明らかに

なっており，不連続値の制御とペナルティ数のバラン

スに関しては，今後，更なる検討が必要である． 
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図1. 解析モデル 
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図2. 要素分割（9 要素の場合） 
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図3. 非退化形式 x図=0 
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図4. 非退化形式 x図≒50T/h 
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