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1. はじめに
異方性材料に対する超音波非破壊検査では，材料のもつ

音響異方性が，高精度な検査を妨げる要因となっている．
そこで本研究では，異方性弾性体中における超音波の理論
的な伝播特性を把握するために，異方性動弾性問題におけ
る周波数域での 3次元境界要素法を開発する．以下では，
座標は直交座標系 x = (x1, x2, x3)を用い，特に断りの無
い限り，式には総和規約を適用する．

2. 異方性弾性体の基礎式
フックの法則に従う 3次元異方性弾性体の周波数域の

Christoffel方程式は次のように与えられる．

(Γip − ρc2δik)up = 0, Γip(n) = cijpqnjnq (1)

ここで，upは変位，ρは密度，cは波速，cijpqは弾性定数，
nj は波の進行方向ベクトルの成分，δij はクロネッカーデ
ルタである．ΓipはChristoffelテンソルと呼ばれ，式 (1)左
の方程式は固有空間 Γipにおける固有値 λm = ρc2m，固有
ベクトル Epm に関する固有値問題 Γip(n)Epm = λmEim

へ帰着される．以下では，Wangと Achenbachによるラド
ン変換 1) により導かれた周波数領域のグリーン関数を用
いた境界要素法の定式化を行う．

3. 境界要素法の定式化
境界要素法は，支配微分方程式と等価な積分表現を導き，

境界上及び領域内での積分方程式を離散化して得られる連
立方程式を解くことで，境界上及び領域内の数値解を求め
る手法である．以下では，周波数域での外部散乱問題 (図-1

参照)における定式化を示す．

(1) 境界積分方程式

散乱問題における全変位の境界積分方程式は，周波数領
域において，次式で表される．

cikuk(x)= uin
i (x) +

∫
Γ

gik(x,y)tk(y)dΓ

− p.v.

∫
Γ

hik(x,y)uk(y)dΓ (2)

ただし cik は自由項であり 2)，右辺第三項の p.v. はコー
シーの主値積分を示す．また uin

i は入射波，gik, hikは後に
説明する 3次元異方性動弾性問題における基本解である．
式 (2)は境界 Γを M 個の一定要素に分割し，離散化して
解く．空洞による散乱問題では，境界 Γにおける表面力が
ゼロであるので，結局，式 (2)は，

ciku
N
k = uN in

i −
∑
M

HNM
ik uM

k (3)

HNM
ik =

∫
ΓM

hNM
ik dΓM
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図–1 散乱問題の概念図 図–2 変数変換の関係

と書ける．ここで Nは観測点番号，M はソース点番号で
ある．入射波 uin

i が与えられれば，境界上及び任意の点に
おける変位を得ることができる．

(2) グリーン関数の評価

異方性動弾性問題では，積分核となる二重層核 hikは等
方性動弾性問題と同様，静的部分 hS

ik と動的部分 hR
ik に分

離でき，球面積分の形で次式のように与えられている．

hik = hS
ik + hR

ik (4)

hS
ik =

cijpqnj∂q
8π2

∫
|n|=1

Γ−1
pk (n)δ(n · x)dn

hR
ik =

icijpqnj∂q
4π2

∫
|n|=1
n·x>0

3∑
m=1

k2mEpmEkm

2ρc2m
eikm|n·x|dn

ここで ωは周波数，km = ω/
√
λm/ρ，δはデルタ関数で

ある．

式 (4)を数値的に評価する為に，n と x について変数変
換 1)(図-2)を行うと，b及び φによる 2重積分の形になる．
これを離散化し，台形公式とガウス数値積分公式を用いて
積分すれば，

hS
ik =

−cijpqnj

8π2r2

I∑
i=1

α(fS(φi) + fS(φi−1))

hR
ik =

−cijpq
8π2

I∑
i=1

J∑
j=1

αωj(f
R(φi, bj) + fR(φi−1, bj))

fS(φ) = ∂lΓ
−1
pk (φ)eldq + Γ−1

pk (φ)eq

fR(φ, b)=
3∑

m=1

n(φ)qkm(φ, b)2Epm(φ, b)Ekm(φ, b)

2ρc2m(φ, b)
eikm(φ,b)|rb|

となる．ただし，αは π/I，ωj , bj はガウス数値積分の重
み係数と積分点の座標値，φi は 2π/I である．

(3) 特異積分の評価

hS
ik は r = 0のとき特異性を示す．ここでは境界要素が

三角形のときの特異積分の評価方法について述べる．今，
図-3右のように三角形の重心を原点に取り，

∫
Γ
hS
ikdΓを極

座標形式で積分すると次のように書ける．
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図–3 領域の三角形要素∫
Γ

hS
ikdΓ=

∫
θ

∫
r

−cijpqnj

8π2r

∫ 2π

0

(∂lΓ
−1
pk eldq+Γ−1

pk eq)dφdrdθ (5)

　ところで，図-3右における位置ベクトル rと r′での hS
ik

の値は，絶対値が等しく，また正負が逆となる．そのため，
半径 rcの円の内側部分の積分は打ち消され，ゼロとなる．
これより，三角形要素を頂点と重心を結んだ線分で 3分割
して得られる4oab,4obc,4ocaについて，図-3左のよう
に三角形から扇形を引いた部分をそれぞれ積分することで，
特異積分を計算することができる．4oab分の計算例を以
下に示す．図-3左から，線分 a−b上に微小要素がある場合
は幾何学的に r = rt

sin(θ+α) と求まるので，式 (5)の右辺は
次のように計算される．∫ β

0

log

(
rt

rc · sin(θ + α)

)
−cijpqnj

8π2

∫ 2π

0

(∂lΓ
−1
pk eldq + Γ−1

pk eq)dφdθ

(6)

4. 数値解析例
以下に，原点中心，半径 aの空洞による入射波の散乱問

題を解析した結果を示す．空洞は要素数 800の一定要素で
離散化し，入射波については，進行方向 p = ( 1√

2
, 0, 1√

2
)

の縦波平面波を用いる．
(1) 精度の確認

等方性材料中の球状空洞による散乱問題の解は，Paoと
Mowによる解析解 3)が有名である．これと本解析プログ
ラムに等方性弾性定数を代入して得られる解とを比較した
ものを，図-4に示す．平面波の進行方向ベクトル pと球面
上の点の位置ベクトル rがなす角を θとし，r方向の変位
の振幅 |ur|と入射波の振幅 u0の比を θごとにプロットし
ている．図のように，両者はよく一致している．
(2) 異方性材料における波動散乱解析

次に，材料モデルとして，等方弾性体（ポアソン比：0.25)，
グラファイトエポキシ 4)(弾性定数を図-5に示す)を用いた
場合の空洞周辺の変位場を解析した．図-6-図-7に材料お
よび波数 akL ごとに，x2 = 0平面における変位の絶対値
|u|と u0の比をプロットした結果を示す．グラファイトエ
ポキシでは，異方性の影響で入射波の衝突前面ではなく，
空洞の左面で変位が大きくなっている様子が見られる．

5. おわりに
3次元異方性弾性波動問題における周波数域の境界要素

法を開発した．ただし，異方性材料におけるグリーン関数
の球面積分が，波数の変化によって複雑になり，収束させ
るために多くの時間を費やす必要があった．今後の課題と
して，計算時間の短縮および時間域への拡張が挙げられる．

図–4 |ur|/u0, BEMによる解と Pao & Mowによる解析解の比較

図–5 材料モデルの弾性定数

図–6 |u|/u0,等方性 (isotropic)

図–7 |u|/u0,グラファイトエポキシ (monoclinic)
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