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１．目的 

 著者らは，ハイブリッド型の仮想仕事の原理[1]を基

礎にペナルティ法の概念を応用したハイブリッド型ペ

ナルティ法(HPM : Hybrid-type Penalty Method)と称する

離散化手法を提案した[2]．また，HPM は，全体領域を

部分領域に分割し，それぞれの部分領域において独立

に変位場が定義される．つまり，節点は領域形状を認

識するためだけに用いられ，FEM のように自由度は持

たないため，不適合メッシュによる非線形解析も可能

である．そこで，本研究では要素細分割化法を適用し

た HPM による非線形解析手法を提案し，数値解析例を

紹介する． 

２．ハイブリッド型仮想仕事の原理 

 いま，図 1の領域äは境界Äで囲まれたM個の部分領

域ä(e) ö äから構成されているものとする． 
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図 1 部分領域ä(a)とä(b)の共通境界Ä<ab> 
ハイブリッド型の仮想仕事の原理では，隣接する 2

つの部分領域の共通境界Ä<ab>において付帯条件 eu(a) = eu(b)  on  Ä<ab>   (2) 

を Lagrange の未定乗数ïを用いて， 
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と表し，仮想仕事式に導入する．隣接する 2 つの部分

領域境界辺の数をNとすると，ハイブリッド型の仮想

仕事式は次のように表すことができる． 
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なお，Lagrange の未定乗数ïは，次式のように，Ä<ab>上

の表面力を意味している[3]． 

ï= t(a)(eu(a)) = Ät(b)(eu(b))  (5) 

ここで，t(a)とt(b)は，それぞれ，部分領域ä(a)とä(b)に

おける境界Ä<ab>上の表面力である． 

３．要素細分割化法 

 本研究では，部分領域の細分割化を行う際に，ひず

みエネルギーを指標とした．要素細分割化の流れを図 2

に示す．図に示すように，せん断ひずみエネルギーが

最大となる部分領域（図中：赤）を細分割化する． 
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図 2 要素細分割化の流れ 

部分領域のせん断ひずみエネルギーは，次式から算出

する． 

ShearStrainenergy =
1

2

Z
ä(e)

ç2xy dV   (6) 

ここで，çxyは，せん断ひずみである． 

４．材料非線形解析法 

 本研究では，山田[4]のrmin法を応力解法が伴う問題

に対し適用できるように拡張している．いま，降伏関

数をf，現在の表面力をï，増分表面力をÅïとすると

き，次式を満たす増分率rが存在する． 

f(ï+ r ÅÅï) î 0   (6) 

このrを，考えている様々な破壊条件に基づき，すべ

ての表面力に対して算出する．本研究では，せん断す

べり破壊，引張破壊，圧縮破壊および引張破壊後の再

接触に対して，この荷重増分率を求めている． 
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４．数値解析例（リーデルせん断実験との比較） 

 リーデルせん断実験とは，二枚の板を並べ，その上

に粘性のある土の層を載せ，徐々に板をずらすことで，

実際の地盤における基盤部の破壊による表層部の破壊

に及ぼす影響を実験的に表現する手法である[5]．図 3

に実験装置および解析モデルの初期の領域分割を示す． 

  

実験装置    解析モデル（8×8） 
図 3 リーデルせん断実験装置 

 図 4 は，線形解析による領域分割の経過を示した図

である．図に示すようにせん断ひずみが集中する箇所

で集中的に細分割化がなされており，本手法で提案し

ている細分割化アルゴリズムが正確に機能しているこ

とを示している． 

  

図 4 領域分割の経過（左:Step10，右:Step30） 

 非線形解析は，図 4 で示した細分割化後の不適合メ

ッシュを用いて解析を行っている． 

図 5 に実験結果を示し，図 6 に解析で得られた降伏

領域を示す．実験と同様に，厚さ 5cm の方が，降伏領

域の発生が早く，その領域の進展についても厚さ 5cm

の方が広域となる傾向を示した． 

  

図 5 実験結果（左:厚さ 5cm，右:厚さ 10cm） 

  

図 6 降伏領域（左:厚さ 5cm，右:厚さ 10cm） 

 図 7に変形モードを示す．図に示すように，厚さ 5cm

では，亀裂がモデルを水平方向に分断しているのに対

して，厚さ 10cm では，モデルを分断するような亀裂は

生じておらず，実験と同様の傾向を示した． 

  

図 7 変形モード（左:厚さ 5cm，右:厚さ 10cm） 
 図 8 にせん断ひずみ分布を示す．せん断ひずみにつ

いても厚さ 5cm・10cm ともにせん断ひずみが高い領域

が，実験において得られたひび割れ発生領域の領域形

状と類似していることが確認できる． 

  

 

実験結果 
図 8 せん断ひずみ分布（左:厚さ 5cm，右:厚さ 10cm） 
 
５．まとめ 

 本論文では，要素細分割化法を適用した HPM に材料

非線形を考慮した解析手法を提案した． 

HPM では，部分領域毎に変位場を仮定することから，

節点は領域形状を認識するためだけに用いられる．そ

のため，本論文で紹介した解析例ように不適合メッシ

ュを用いても一定の解析精度を確保することができる． 

また，本論文で提案した手法を用いることで，領域

分割数を抑制することができ，解析に要する時間の短

縮が図れるものと思われる． 
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