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１．はじめに 

Sulsky, Chen and Schreyer (1994)1)によって提案され

た Material Point Method (MPM) で は ， 連 続 体 を

Lagrangian 粒子に代表される有限の subregion にわけ，

物質の構成則は粒子上で評価されるが，運動方程式は

バックグランドの Euler 計算格子で定式化され，計算格

子は任意に設定する事ができるため，メッシュの絡み

合いの問題が発生せず大変形問題を解析する事ができ

る．筆者らは，MPM を固液二相連成解析手法へ拡張し，

飽和多孔質弾性体のシミュレーションを行ってきた

（例えば参考文献 2））．本研究では，不飽和の河川堤防

など，浸透と破壊までの大変形をシミュレーションす

るため，MPM を空気－水－土の三相連成解析法へさら

に拡張し，不飽和土の MPM-FDM 連成シミュレーショ

ン法を構築した．解析例として，一次元浸透－変形連

成解析を行った． 

２．MPM-FDM 連成シミュレーション法の定式化 3) 

２．１ 骨格応力の概念 

 不飽和土の応力変数として，骨格応力の概念を導入

する．引張りを正とし，次式で表される． 

( ){ }1f a
ij ij r ij r ijS p S pσ σ δ δ′= − + −  (1) 

ここに、 ijσ′ は骨格応力テンソル、 fp は水圧、 ap は気

圧、 Srは飽和度である．なお、骨格応力を扱うにあた

り本来は構成式にサクションの影響を導入するべきで

あるが、本検討では考慮していない． 

２．２ 三相系簡易法の支配方程式 

混合体の運動方程式は以下のように表される． 
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ここで，ρ は全体の密度， ia は加速度ベクトル， ibは

物体力ベクトルである． 
液相および気相に対する連続式を支配方程式とする

が，気相については，空気の圧縮性が非常に高いと仮

定すると，空気圧の増分を 0ap ≅ とする事ができる. し

たがって，初期の気相の圧力が 0a
inip = であれば，空気

圧は 0ap = と仮定する事ができる．この仮定は，気相

の連続式を常に満たしている事を意味している 4). 

液相の連続式は以下のように与えられる． 
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ここに， /C d dθ ψ= は比水分容量． /wV Vθ = は体積含

水率， /f wpψ γ= は水頭， fK は見かけの水の体積弾性

係数である．  

不飽和浸透特性としては van Genuchten の式を用いて

水分特性曲線を表しており，透水係数は Mualem のモデ

ルで表している 3), 4)． 

２．３ 運動方程式のMPM定式化 

混合体に対する運動方程式の弱形式は試験関数 iw

を用いて以下のように書く事ができる． 

fs
iji i i j r i iw a d w d S p w dρ ρσ , ,Ω Ω Ω

Ω = − Ω+ Ω′∫ ∫ ∫  

i i i id
w dS w b dτ ρ

Ω Ω
+ + Ω∫ ∫  (5) 

ここで， ρ は密度， ia は加速度ベクトル， iτ は表面力

ベクトル， ibは物体力ベクトルである． s
ijσ ′ は MPM 定

式化特有の比骨格応力で，以下のように定義される．  

f fs
ij ijij r ij r ijS p S pσ δ ρ δσ σ= − = −′ ′  (6) 

ここで， ijδ は Kronecker のデルタである． 

MPM では連続体が有限の subregion に分けられ，そ

れぞれが Lagrangian 粒子によって代表される一方で，

運動方程式は Euler 格子上で解かれる．物体の密度は以

下のよう粒子の総和として書く事ができる． 
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ここで，δ は Dirac のデルタ， pN は粒子数， pM は粒子

の質量， pV は各粒子が占める体積である． 

計算格子での基底関数については，加速度 ( )a x と試

験関数 ( )w x にそれぞれ FEMの 4 節点アイソパラメトリ

ック要素と同じ形状関数 ( )IN x を基底関数として用い，

試験関数の任意性を考慮すると，運動方程式は最終的

に以下のように定式化される． 
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ここで， Im は格子の lamped mass， { }v I
K は変位－体積

ひずみ関係を表すマトリクスである． 

２．４ 液相の連続式のFDM定式化 

液相の連続式は有限差分法で離散化する．Oka ら 5)

による液状化解析法と同様の方法を用い，間隙水圧を

計算格子の中央に定義し，有限体積法により連続式を

離散化している．詳細は参考文献 5)を参照されたい． 

３．一次元浸透－変形連成解析 

解析例として，不飽和弾性体の一次元浸透－変形連

成解析を行った．図１に解析モデルと境界条件を示す．

初期の飽和度は 60 %, ヤング率 E は 52 MN/m2, ポアソ

ン比υ は 0.3, 初期間隙比 0e は 0.786, 飽和透水係数は

1.0× 10-3 m/s, van Genuchten パラメータはα =2.0，n=4.0

とした. 高さは 6m で上部に 1.5m の水頭を 0.3m/min の

速度で与えた．計算時間増分は 0.001 である．変形と水

圧分布を図 2 に示す．初期飽和度 60%に対応して，初

期水圧は-5.52kPa となっているが，水の浸透に伴って水

圧が増加し正になっていく様子が見られる．また，全

ての土が飽和した後に間隙水圧の分布は正水圧分布に

なっていることが分かる．本研究で新たに提案した不

飽和土の MPM-FDM 連成法は浸透－変形問題を良くシ

ミュレーションできていると言える． 

４．まとめ 

 Material Point Method を 拡 張 し ， 不 飽 和 土 の

MPM-FDM 連成シミュレーション法を新たに開発し，

一次元解析によりその不飽和土への適用性を確認した．

今後は，洪水時の河川堤防の浸透－変形連成問題へ適

用し，大変形および破壊後の挙動までをシミュレーシ

ョンして行く． 
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図１ 一次元浸透－変形連成解析モデルと境界条件 
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図２ 変形図および間隙水圧分布図 (変位× 100) 
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