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1. まえがき 

 1980 年代に熱応力緩和の目的で傾斜機能材料 

(FGMs: Functionally Graded Materials) の基本概念が発

案されて以来，不均質材料の力学的挙動の解明が継続

的に行われてきている．FGMs とは，一方の表面から

他方の表面へと材料組成等を変化させ制御すること

によって要求する機能を発現させる材料であり，その

無限の可能性から航空宇宙，機械，生体，土木といっ

た多岐に渡る分野での応用が期待されている． 

 FGMs は主に平板や膜要素といった形態で生成され

るため，平板やシェルの理論に基づく数多くの研究が

成されてきた．厚さ方向に不均質性を有する平板要素

においては，中央面に対する弾性係数の非対称性によ

り中立面は中央面と一致せず，不均質材料を対象とし

た古典平板理論では Kirchhoff の仮定における基準面

の取り方に複数の手法が存在する． 

 Morimoto ら 1)は，縦弾性係数のモーメントが零にな

る条件により中立面の位置を見出し，中立面を基準と

することにより，極めて簡素化された形で古典平板理

論を構築することに成功している．しかし，他の多く

の研究者は中央面を基準面とした平板理論に基づき解

析を行っており，熱応力問題も相まってその理論体系

は複雑化している．そのような流れの中，ChiとChung2)

は，中央面を基準面とした古典平板理論に基づき，横

荷重を受ける全周単純支持された傾斜機能平板の曲げ

変形解析という非常にシンプルな問題を取扱い，曲げ

変形が生じた際に，中立面が中央面から移動する事を

明示した．すなわち，上記の二つの理論間には何かし

らの相関が存在すると考えられる． 

 そこで本研究では，基準面を任意の位置に解析面と

して設けた新たなる古典平板理論を提案し，上記の既

存理論の関連性及び相違点を数理的に抽出することに

より，不均質材料からなる薄肉平板構造要素の理論体

系を統一的に再構築することを目的としている． 
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図-1 不均質長方形板における板厚方向の座標系 

 

2. 不均質平板の理論構築 

 長さが a，幅が b，厚さが h を有する不均質長方形平

板において，厚さ方向のみに不均質性を有する場合を

考え，不均質平板の物性値である縦弾性係数を板厚方

向の座標変数 z′ に関する任意の関数 )(zE ′ で表す．た

だし，ポアソン比ν は一定とする． 

 

2.1 支配方程式の導出 

 図-1 に示すように，中央面に設置した座標系

),,( zyxo ′′ から距離 ζ  離れた解析面 )0;( ==′ zz ζ と座

標系 ),,( zyxo を導入する．この解析面を基準面として 

Kirchhoff の仮定を置き，板の内部の任意点 ),,( zyx に

おける変位成分 ),,( wvu ′′′ は，次式のように解析面 

ζ=′z における変位成分 ),,( wvu と z の関数となる． 

xwzuu ,−=′ , ywzvv ,−=′ , ww =′  (1) 

また，ひずみ－変位関係式および応力－ひずみ関係式

は次式で与えられる． 
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 ここで，解析面を基準とした，単位長さあたりの面

内合力と合モーメントをそれぞれ次式で定義する． 
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式(2)，(3)を式(4)に代入すると，次式のように表される． 
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ここで，A, B, D は解析面を基準とした引張り剛性，カ

ップリング剛性，曲げ剛性であり，次式で定義される． 
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 紙面の都合上，詳細は割愛するが，以上の構成方程

式をもとに，力およびモーメントのつり合いから平衡

方程式を導き，たわみ w に関する支配方程式を導出

すると，解析面のとり方に依存せず次式のように統一

表示することができる． 
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ただし，p は横荷重，Dη は中立面を基準とした曲げ剛

性であり，中立面を回転中心として曲げ変形が生じる

ことを意味する． 

 

2.2 境界条件 

 たわみ w に関する支配方程式(7)に付随する基本的

な境界条件を考え，既存理論の相違点の抽出を行う．

ここでは一例として，全周単純支持条件を取り上げる．

全周単純支持に対するたわみ w に関する境界条件は x 

= 0, a において次のように与えられる． 

(1) 面内自由の場合： 
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(2) 面内固定の場合： 
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すなわち，面内自由の場合では，解析面のとり方に依

存せず，たわみ w が一意に決定されるが，面内固定

の場合では，解析面を中立面以外にとると B ≠ 0 とな

り，たわみ w だけでなく，面内変位 u, v も未知変数

として取り扱う必要がある． 
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図-2 ひずみ εx の板厚方向分布：h / a = 0.1, b / a = 1 
 

3. 数値計算例および考察 

 不均質材料に対する古典平板理論の妥当性を検証す

る目的で汎用有限要素解析コード Abaqus 6.8-2 によ

る 3 次元弾性解析を行い，古典平板理論との比較を行

った．等分布荷重を受ける全周単純支持された不均質

平板の曲げ変形問題の計算結果を示す．ここでは，

)(zE ′ が線形変化する場合を想定し，ν = 0.3，b / a = 1，

h / a = 0.1 とした．図-2に，ひずみ εxの板厚方向分布

を示す．ここで，N は下面における縦弾性係数と上面

の縦弾性係数の比を表す．板理論では Kirchhoff の仮定

を置いているので，ひずみ εxは厚さ方向に関して直線

分布となり，3 次元解析の結果もこれによく一致して

いることがわかる．すなわち，h / a = 0.1 程度であれば，

Kirchhoff の仮定は近似的に満足されると言える．また，

N = 10(不均質)の場合は，εx = 0 となる中立面が中央面

から下面へと移動している． 

 

4. まとめ 

 本論文では，Kirchhoff の仮定における基準面を任意

の位置に解析面として設け，不均質平板の微小曲げ変

形に関する支配方程式が一意に決定されることを示し

た．また，不均質材料に対する古典平板理論の妥当性

を確認するために，横荷重を受ける不均質平板の曲げ

変形問題を例に取り，古典理論に基づく解析と 3 次元

解析と結果の比較を行い，Kirchhoff の仮定の妥当性及

び中立面の移動を確認することができた． 
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