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1. はじめに

文献 1) では，level set法を用いた境界要素法によるトポ

ロジー最適化手法について検討がなされている．当該手法

は，境界要素端点の座標を設計変数に用いるため，物体形

状に何ら制約が課されないという特徴を持つ．しかし，最

適化過程で空孔を生成することが不可能であり，初期形状

に複数の空孔を設定する必要がある．そのため，最終形状

が初期トポロジーに依存する恐れがあるといった問題を有

している．また，初期空孔の数を増やすことでトポロジー

変化の進展を促進できるが，それに伴う境界要素数の増加

により，計算量が多大になるという問題点も挙げられる．

以上のことから，初期設定によらず，合理的に空孔を生成

する手段が望まれる．

本研究では，これらの問題点を解決するために，境界要

素法に基づくトポロジー最適化手法に対して，トポロジー

導関数の援用を試みる．

2. Level set法を用いたトポロジー最適化

(1) 最適化問題

Level set 法を用いた境界要素トポロジー最適化法 1) で

は，境界要素方程式の設計感度解析と Level set関数の移

流計算によって，次の最適化問題の解を求めて行く．

min
Xb

J(W;Xb) := F (W;Xb)

+ [λ]T {HU−GP}+ λ+(V − Vmax),
subject to

[λ]T {HU−GP} = 0
λ+(V − Vmax) = 0, λ+ ≥ 0

(1)

ここで，[H], [G]は境界要素方程式を離散化して得られる

係数行列であり，{U}, {P}は変位と表面力の節点値ベク

トル，{W}は変位と表面力の節点ベクトルの未知成分で

ある．J は最終的な目的関数，F はコスト関数，{λ}は境

界要素方程式に関する Lagrange乗数ベクトル，λ+ は体

積 V の制約に関する Lagrange乗数，Vmax は体積に課さ
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図 1 各格子点における Level set関数値と境界要素分割

れる許容値である．また，Xb は境界要素端点座標を並べ

たベクトルであり，当該問題における設計変数である．

(2) 設計感度解析

式 (1)より，設計感度を評価するために以下の随伴問題

を設定する．
[A]T {λ} = −

n ∂F

∂W

o
(2)

ここで，[A]は境界要素求解方程式の係数行列である．上

式を解いて {λ}が求められれば，J の変分∆J は次式によ

り境界要素端点の変化量∆Xb のみで評価可能となる．

∆J =
£
λT [C] + λ+[

∂V

∂Xb
]T
¤
{∆Xb} (3)

ここで，[C]は境界要素方程式の係数行列の物質微分より

与えられるベクトルである．この式に基づき境界要素端点

の移動速度 Ẋb を求める．

(3) Level set 関数の移流計算

Level set 関数 ψ は物体領域で正，空洞域で負，物体の

境界で 0となるスカラー関数であり，設計領域内に固定し

た格子点上で設定する．このゼロ等高線で物体形状を表現

することでトポロジー変化の捕捉が可能となる．Level set

関数は，次の移流方程式によって更新される．

∂ψ

∂t
= −v · gradψ (4)

ここで，vは設計領域内の格子点上で与えられる Level set

関数の移流速度である．式 (4)の移流計算では，(a)設計

感度解析で得られた境界要素端点の移動速度から，(b)線

形補間により境界要素上の移動速度を与え，(c)ゼロ等高
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図 2 解析条件

線分上の移動速度を区間一定関数で近似し，その射影によ

り各格子点の移流速度を作成する．

Level set関数は各 step毎に更新され，その結果よりゼ

ロ等高線を求めて新たな物体境界を得る．さらに，ゼロ等

高線上で等間隔に境界要素端点を配置することで境界要素

が更新される (図 1)．

3. トポロジー導関数

トポロジー導関数を，微小孔が拡大したことによる目的

関数の変化率として定義し 2)，境界要素法に基づき定式化

する．弾性体内に x̂を中心とした半径 ρの空孔を仮定する

と，トポロジー導関数 DT はコスト関数 F に対して次の

ように表すことができる．

DT (x̂) = lim
ρ→0
∆ρ→0

F (W +∆W; ρ+∆ρ)− F (W; ρ)

∆Vρ
(5)

ここで，Vρ は空孔の体積であり，∆Vρ = 2πρ∆ρとなる．

空孔存在下で目的関数 J は次のように与えられる．

J(W; ρ) = F (W; ρ) + [λ]T {HU−GP+ P̄} (6)

ここで，P̄は境界要素方程式における微小孔境界 Γρ 上の

積分項である．式 (2)を援用すると，半径の増分∆ρによ

る目的関数 J の変化率から，トポロジー導関数は次式によ

り評価できる．

DT = [λ]
T { ˙̄P}, { ˙̄P} = lim

ρ→0
∆ρ→0

{∆P̄}
∆Vρ

(7)

静弾性問題の場合，{ ˙̄P}は次式により評価できる．

{ ˙̄P} = 1

π
σ∗0 ·

Z 2π

0

n⊗Udθ (8)

ここで，Uは一様応力下の無限弾性体中に設けられた単位

円孔境界上の変位，nは外向き単位法線ベクトルであり，

σ∗0 は応力の基本解の微小孔中心での値である．

4. 解析例

(1) 解析条件

本手法をコンプライアンス最小化問題に適用する．コス

ト関数 F は次式で与えられる．

F =

Z
Γ̄p

p̄ · u dΓ (9)

ここで，Γ̄p は非ゼロ表面力の規定されている部分境界で

ある．初期形状と境界条件を図 2に示す．hは背景格子の

0th step

20th step

40th step

1500th step

図 3 トポロジー導関数の分布とトポロジー変化

サイズであり，分割境界要素長は hとする．なお，平面ひ

ずみ問題の下でポアソン比は 0.3とし，体積制約 Vmax を

初期体積の 0.4とした．

(2) 結果の検討

比較的初期の段階における最適化過程と 1500stepでの

トポロジーを図 3に示す．空孔導入は体積 V が許容体積

Vmax に達するまで，20step毎に行った．また，空孔の形

状はトポロジー導関数平均値の 60％に対応する等高線に

よって与えた．左側の図はトポロジー導関数の分布，右側

の図は空孔導入直後の形状を示している．これらの結果か

ら，形状の収束には比較的多くの step数を要しているも

のの，40stepにおいて既に最終トポロジーが形成されてい

ることが確認できる．

5. おわりに

本研究では，Level set 法を用いた境界要素トポロジー

最適化手法に対して，トポロジーの形成を目的としてトポ

ロジー導関数の援用を試みた．その際に，境界要素解析に

おけるトポロジー導関数を定式化し，空孔はその等高線に

沿って導入するものとした．また，コンプライアンス最小

化問題に対する適用を通し，その結果から本手法の妥当性

を確認できた．
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2) Novotny,A.A., Feijóo,R.A., Taroco,E. and Padra,C., Topo-
logical sensitivity analysis, Compt. Methods Appl. Mech.
Engrg., 192, 803-829, 2003.

CS08-12 土木学会第63回年次学術講演会(平成20年9月)

-346-



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /KOR <FEFFd5a5c0c1b41c0020c778c1c40020d488c9c8c7440020c5bbae300020c704d5740020ace0d574c0c1b3c4c7580020c774bbf8c9c0b97c0020c0acc6a9d558c5ec00200050004400460020bb38c11cb97c0020b9ccb4e4b824ba740020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c2edc2dcc624002e0020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b9ccb4e000200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe7f6e521b5efa76840020005000440046002065876863ff0c5c065305542b66f49ad8768456fe50cf52068fa87387ff0c4ee563d09ad8625353708d2891cf30028be5002000500044004600206587686353ef4ee54f7f752800200020004100630072006f00620061007400204e0e002000520065006100640065007200200035002e00300020548c66f49ad87248672c62535f003002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d5b9a5efa7acb76840020005000440046002065874ef65305542b8f039ad876845f7150cf89e367905ea6ff0c4fbf65bc63d066075217537054c18cea3002005000440046002065874ef653ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000520065006100640065007200200035002e0030002053ca66f465b07248672c4f86958b555f3002>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




