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1. はじめに
弾性波動場の正確なシミュレーションは地震波の予測を

はじめ,土木工学における様々な場面で役に立つ. そのため,

弾性波動場の可視化を行うことは土木工学に関する物理現

象を理論的に解釈するために重要であろう. 境界要素法は,

弾性波動場の解析に有効な手法 1) として知られているが,

時間増分が小さい時に解が不安定になること,また,大規模

問題に対して計算時間・記憶容量が膨大になるといった欠

点があり,実用的に改善の余地がある. 本研究では,これら

の欠点を改善した新しい時間領域境界要素法を提案し,大

規模問題における弾性・粘弾性波動場を可視化することを

行う.

2. 時間領域境界要素法の改良点
はじめに,新しい時間領域境界要素法に関する改良点に

ついてまとめておく. まず,時間増分が小さい時に解が不安

定となることを改善するために, Lubichの演算子積分法 2)

を時間領域境界積分方程式に適用する. 演算子積分法は,繰

込み積を,ある重み表現を用いた離散化繰込み積で表す手

法であり,繰込み積を精度良く,安定に計算できるという利

点を持つ. 一方,大規模問題に対する計算時間・記憶容量を

低減するために, Rokhlinにより提案された高速多重極法 3)

を時間領域境界要素法の遅延ポテンシャルに対する行列ベ

クトル積の計算に適用する. 高速多重極法を用いることに

より,行列ベクトル積の計算を高速に,かつ係数行列を保存

しないで済むこととから,計算時間・記憶容量を大幅に削

減することが可能である.

3. 粘弾性面内波動問題における演算子積分時間
領域高速多重極境界要素法

今,領域 D 内における散乱体 D̄ による粘弾性面内波動

の散乱問題を考える. 散乱体の境界を S とし, 初期条件

ui|t=0 = 0, ∂ui/∂t|t=0 = 0を考慮すれば, 変位成分 ui,対

応する表面力成分 ti,時間 tに対し,支配方程式および境界

条件は

μ(t) ∗ u̇i,jj(x, t) +
(

K(t) +
1
3
μ(t)

)
∗ u̇j,ij(x, t)

= ρüi(x, t) in D (1)

ui = ūi on S1, ti = t̄i on S2, S2 = S\S1 (2)
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で与えられる. ここに, K(t), μ(t)はそれぞれ体積弾性係数

および,せん断弾性係数に対応する緩和関数, ρは密度, ˙( )

は時間微分を表す. また ūi, t̄i は変位および表面力に関す

る与えられた境界条件である. 一般に粘弾性波動問題では,

時間領域で閉じた基本解を求めることが出来ない. しかし

ながら,もし閉じた時間領域基本解 Uij(x, y, t)および二重

層核 Tij(x, y, t)が求まるならば, この問題の解は,次の時

間領域境界積分方程式を解くことにより求まる.

Cij(x)uj(x, t) = uin
i (x, t) +

∫
S

Uij(x, y, t) ∗ tj(y, t) dSy

−
∫

S

Tij(x, y, t) ∗ uj(y, t) dSy (3)

ここに, Cij は自由項であり, uin
i (x, t)は入射波を表す項で

ある. さて,式 (3)の繰込み積に演算子積分法を適用して離

散化を行えば, 以下の離散化された境界積分方程式が得ら

れる.

1
2
ui(x, n�t)

+
M∑

α=1

[
B0

ij(x, yα)uα
j (n�t) − A0

ij(x, yα)tαj (n�t)
]

=uin
i (x, n�t)

+
M∑

α=1

n−1∑
k=1

[
An−k

ij (x, yα)tαj (k�t) − Bn−k
ij (x, yα)uα

j (k�t)
]

(4)

ただし,影響関数 Am
ij , Bm

ij は

Am
ij (x, y) =

ρ−m
L

L

L−1∑
l=0

∫
S

Ûij(x, y, sl)e−
2πiml

L dSy (5)

Bm
ij (x, y) =

ρ−m
L

L

L−1∑
l=0

∫
S

T̂ij(x, y, sl)e−
2πiml

L dSy (6)

となる.ここに, sl = δ(zl)/Δtであり, δ(zl), ρL, Lは演算子

積分法により決定される 2). Ûij(x, y, s), T̂ij(x, y, s)は粘

弾性面内波動問題におけるラプラス変換域での基本解およ

び二重層核である.式 (4)より,第 nステップにおける境界

値はそれ以前の境界値により決定されることがわかる.し

たがって, n = 1からはじめて,順番に境界値を決定するこ

とができる.波動問題では式 (4)の左辺の影響関数値から成
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図 1 8 × 8空洞群にによる入射平面波の散乱問題

る行列は帯行列化することが可能であるから,以下では式

(4)右辺の各ステップ毎の遅延ポテンシャルの計算を高速

多重極法で効率的に計算することを考える.

4. 高速多重極法の適用
高速多重極法を適用するためには,基本解の多重極展開

を求める必要がある. 今,ラプラス変換域における基本解

Ûij(x, y, s)は次のように表せる.

Ûij(x, y, s) =
1

μ∗(s)s2
T

[
ΦU

,i + e3ijΨU
,j

]
(7)

ただし, μ∗(s)はラプラス変換域での緩和関数, ΦU および

ΨU はそれぞれ縦波,横波成分に関する変位ポテンシャルで

あり,

ΦU =
1
2π

K0(sL|x− y|),k (8)

ΨU = e3kl
1
2π

K0(sT |x − y|),l (9)

で表される.ここにKnは n次の第二種修正ベッセル関数で

ある. ソース点 yの近傍に多重極点 y0をとれば,式 (8),(9)

の多重極展開は

ΦU =
1
2π

∞∑
n=−∞

MU
n Kn(sLr)einθ (10)

ΨU =
1
2π

∞∑
n=−∞

NU
n Kn(sT r)einθ (11)

で与えられる.ここでMU
n , NU

n はそれぞれ縦波,横波に関

する多重極モーメントであり, r, θは多重極点 y0から見た

観測点 xの極座標成分である. 式 (10), (11)における多重極

展開は,スカラー波動場における多重極展開と同じ形式で

表されている. したがって,粘弾性面内波動問題における高

速多重極法の構成も, 基本的にはスカラー波動場における

多重極展開の変換式を用いて計算することが可能である.

5. 数値解析例
図 1 に示すような多数の空洞群による粘弾性面内波動

の散乱解析を行い, 空洞群周辺の波動場を可視化した. 空

洞の半径を aとし, x1, x2 方向に対する空洞の中心間隔は

3a とした. 各空洞における要素数は 64 であり, 全要素数

は 4096である. 入射波は振幅 u0,波長 2aの正弦波を粘弾

x a1/

x a2/

x a1/

x a2/

(a)

(b)
図 2 空洞群周辺における cL0t/a = 22.5 での u1/u0 波動場 (a)

弾性波動場の場合 (b)粘弾性体波動場の場合

性体用に修正したものを用いた. また,粘性の強さに関す

るパラメータである緩和弾性係数 μR と初期弾性係数 μ0

の比を μR/μ0 = 0.85, 初期弾性波速度を cL0 = 2a/T0,

応力緩和時間を τσ = T0 で与えている. T0 は弾性波速度

cL0 の波動が空洞を通過する時間とした. また, 全ステッ

プ数 N = 256, 演算子積分法における計算パラメータを,

L = 256, ρ = 0.95609320(ε = 10−10) とし, 時間増分は

cL0�t/a = 0.125, 入射波は時刻 cL0t/a = 0 で図 1 の左

一列の空洞群前面に到達するとした. 図 2-(a),(b) は時刻

cL0t/a = 22.5におけるそれぞれ空洞群周辺の弾性および

粘弾性波動場における変位 u1/u0を可視化したものである.

図 2 より,空洞による散乱波を確認することができ,特に,

粘弾性波動場の場合は粘性の効果により,入射波,散乱波と

もに小さくなっていることを確認できる.

6. おわりに
二次元弾性および粘弾性波動場における,演算子積分時

間領域高速多重極境界要素法の開発を行った.それぞれの

波動場を可視化することにより,本手法の有効性を示した.

今後は三次元問題への拡張を行う予定である.
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