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1. はじめに

現在，わが国の鉄道軌道で多用されているバラスト道床

は，列車の走行による繰り返し載荷よって変形し，道床上

面の沈下量（鉛直方向変位）の予測が軌道保守上重要とな

る．著者らは不連続体モデル特有の計算負荷の大きさを避

けるべく，バラスト部を等価な連続体でモデル化し，構成

則として hypoplasticモデル1)を用いて繰り返し変形解析

を試みてきた2)．しかし，連続体モデルを用いた変形解析

でも多数回の載荷の繰り返しを対象とする場合には計算量

が膨大となり，何らかの軽減策を講じる必要がある．そこ

で本研究では，hypoplasticモデルによるバラスト材繰り

返し変形解析を対象に，時間域マルチスケール法3)の適用

を試みる．

2. Hypoplasticモデル

本研究では，バラスト道床の繰り返し変形挙動を hy-

poplasticモデルを用いて評価する．Hypoplasticモデル1)

の構成式は，真応力 Tij の客観速度
◦
T ij とストレッチング

Dij との間の関係が次式で定義される．

◦
T ij = fs

h
Lij + fdNij

p
DγδDγδ

i
,

Lij = a
2
1Dij + T̂ij T̂klDkl, Nij = a1(T̂ij + T̂

∗
ij),

(1)

なお，本研究では微小変形を仮定し εij を微小ひずみとし

て
◦
T ij ≈ Ṫij , Dij = ε̇ij で与える．また，T̂ij = Tij/Tkk

とし，T̂ ∗ij は T̂ij の偏差成分であり，材料関数 fs，fd，a1

は文献1)に示すものを与える．

なお，間隙比 eの変化速度は次式で与える．

ė = (1 + e)Dkk = (1 + e)ε̇kk. (2)

3. 構成式への時間域マルチスケール法の適用

本研究では，式 (1)，(2)の未知量である Tij，εij，eに

対して時間に関する多重スケール性を仮定し，漸近展開法

を用いてマクロおよびミクロ時間スケールにおける構成方

程式を導出する．

まず，ミクロ時間変数 τ とマクロ時間変数 tを定義し，2

つのスケール間で τ = t/ζ (ζ ¿ 1)なる関係を有するもの

とする．今，対象とする変数（応答）φが時間に関する多重
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スケール性を有するものとして，φζ(X, t) := φ(X, t, τ (t))

（X: 物質点の位置ベクトル）のように表わす．ここで，φζ

を ζ = 0のまわりで漸近展開すると，φζ とその時間微分

は次式で表わすことができる．

φζ =
X

m=0,1,...

ζmφ(m)(X, t, τ ),

φ̇ζ :=
X

m=0,1,...

ζm−1φ̇(m−1)(X, t, τ),

φ̇(−1) := φ(0),τ , φ̇(n−1) := φ
(n−1)
,t + φ(n),τ ,

(3)

なお，n = 1, 2, . . .とする．

式 (1)の未知量が式 (3)のように記述できることに留意

して，応力速度・ひずみ速度（ストレッチング）関係式に

時間域マルチスケール法を適用する．式 (1)とその未知量

を漸近展開し，ζ に関する主要項を評価する．O(ζ−1)の

方程式は次式のようになる．

T
(0)
ij,τ = f

(0)
s

∙
L
(0)
ij + f

(0)
d N

(0)
ij

q
ε
(0)
γδ,τε

(0)
γδ,τ

¸
. (4)

ここで，

T
(0)
ij (X, t, τ) = T̄ij(X, t) + T̃ij(X, t, τ),

ε
(0)
ij (X, t, τ ) = ε̄ij(X, t) + ε̃ij(X, t, τ),

e(0)(X, t, τ ) = ē(X, t) + ẽ(X, t, τ),

(5)

のように分解可能であるものとすると，ミクロ時間スケー

ルにおける構成式として次式を得る．

T̃ij,τ = f
(0)
s

∙
a
(0)2
1 ε̃ij,τ + T̂

(0)
ij T̂

(0)
kl ε̃kl,τ

+ f
(0)
d a

(0)
1

³
T̂
(0)
ij + T̂

(0)∗
ij

´p
ε̃γδ,τ ε̃γδ,τ

¸
.

(6)

一方，O(ζ0)の構成式は，漸近展開を適用し高次項を無

視すると，次式で与えられる．

T
(0)
ij,t = f

(0)
s

h
a
(0)2
1 ε

(0)
ij,t + T̂

(0)
ij T̂

(0)
kl ε

(0)
kl,t

i
+ f (0)s f

(0)
d N

(0)
ij

ε
(0)
kl,tε

(0)
kl,τq

ε
(0)
γδ ε

(0)
γδ

.
(7)

式 (5)を (7)に代入した上で，τ0 をミクロ時間スケールの

代表長さとして τ について次式の時間平均をとり，
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hφi := 1

τ0

Z τ0

0

φ(X, t, τ )dτ, (8)

結果として得られた式において，h(τ − τ1)ε̃ij,ti = 0のよ

うに τ1 を選び，ε̃ij,t を含む各項を平均値の定理を用いて

近似すると，マクロ時間スケールにおける構成式として次

式を得る．

T̄ij,t + hT̃iji,t = hCijkli ε̄kl,t + Cijkl(τ1) hε̃kli,t ,

Cijkl :=
1

2
f (0)s a

(0)2
1 (δikδjl + δilδjk)

+ f (0)s T̂
(0)
ij T̂

(0)
kl + f

(0)
s f

(0)
d N

(0)
ij

ε̃kl,τp
ε̃γδ,τ ε̃γδ,τ

.

(9)

なお，上式における材料関数の漸近展開主要項の詳細は，

文献4)で確認されたい．

一方，間隙比の発展則についても同様に，漸近展開を用

いて時間に関するマルチスケール分解を行なう．式 (2)の

諸量にマルチスケール性を仮定し，式 (3)を適用した上で

漸近展開の高次項を無視すると，次式を得る．

O(ζ−1) : e(0),τ =
h
1 + e(0)

i
ε
(0)
kk,τ ,

O(ζ0) : e
(0)
,t =

h
1 + e(0)

i
ε
(0)
kk,t.

(10)

ここで，式 (5)を式 (10)に代入し，第 2式に式 (8)と平均

値の定理を適用すると，ミクロ・マクロ双方の時間スケー

ルにおける発展則を規定する式が得られる．

ẽ,τ = [1 + ē+ ẽ] ε̃kk,τ . (micro)

ē,t + hẽi,t = [1 + ē+ hẽi] ε̄kk,t
+ [1 + ē+ ẽ(τ2)] hε̃kki,t. (macro)

(11)

ただし，τ2 は h(τ − τ2)ε̃kk,ti = 0となるように定義する．

4. 解析手法の妥当性の検討

本論文で示した定式化と解析アルゴリズムの妥当性を検

討する目的で，バラスト材の大型繰り返し三軸試験5)のシ

ミュレーションに本手法を適用した．試験では直径 30cm，

高さ 60cm の円柱供試体を使用し，供試体を 19.6kPa ま

で等方圧縮した後，軸荷重が T11=−98kPaに達するまで

載荷し，その後等方応力状態まで除荷している．拘束圧は

T22 = T33 = −19.6kPaで一定としている．材料定数につ

いては，文献2)に示した値を採用している．

解析においては，式 (6)，(11)第 1式によるミクロ解析

と，式 (9)，(11)第 2式によるマクロ解析とを交互に行な

う弱連成解析手法3)を採用する．本手法によれば，載荷・

除荷 1サイクル終了時の残留ひずみと間隙比は，マクロ時

間応答 ε̄11，ēに一致する．なお，マクロ時間応答の解析に

おいては，ミクロ時間応答の時間平均の tに関する時間変

化率の評価が必要となる．この評価方法として，各マクロ

時間ステップで解くミクロ問題の載荷・除荷を 1サイクル

分考え，各マクロ時間ステップで評価されたミクロ応答の

(a) 間隙比. (b) 軸ひずみ ε11.

図—1 繰り返し 10回目までのマクロ時間応答 ē，ε̄11 の評価

精度 (スキーム 1)．

　

(a) 間隙比. (b) 軸ひずみ ε11.

図—2 繰り返し 10回目までのマクロ時間応答 ē，ε̄11 の評価

精度 (スキーム 2)．

　
時間平均の差分近似により，当該の値を計算する手法（ス

キーム 1）と，ミクロ時間応答の解析を載荷・除荷 2サイ

クル分を行ない，その 1サイクルごとにミクロ応答の時間

平均を求め，その差分近似で与える方法（スキーム 2）の

2種類を考えた．

繰り返し回数 10回目までの残留軸ひずみと間隙比の計

算結果を図—1，図—2に示す．スキーム 1を採用した場合，

繰り返し 2回目において間隙比のマクロ時間における変化

量 ∆ēと軸ひずみ増分 ∆²̄11 が過大評価されている．一方，

スキーム 2はミクロ時間解析の計算負荷がスキーム 1の 2

倍となるものの，時間平均の時間変化率を t軸上の前進差

分で評価するために評価精度がスキーム 1より高く，解析

精度の改善効果が認められる．今後は，解析精度の向上と

あわせて，つり合い問題に対する解析アルゴリズムを構成

し，計算効率の改善効果等について検討したい．
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