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1．はじめに

浸透時や液状化時の堤防の大変形問題を FEMにより数

値的に解く場合，updated Lagrangian法を用いても，要素

の変形が過度になると計算が続行できなくなる．Material

Point Method1) は物体を Lagrange粒子に離散化し全体の

運動方程式の計算は Euler格子で行うため，要素の絡み合

いの問題を回避できる。地盤工学の分野でもMPMが適用

されてきているものの一相系材料の解析がほとんどである．

そこで本研究では，間隙流体を FDMで定式化したMPM

を固液二相連成解析法へと拡張する．

2．MPM-FDMによる固液二相連成解析法の定式化

2.1 MPMによる運動量保存則の定式化

全体相の運動量保存則は，以下のように表せる．

ρa = ∇ · σ + ρb (1)

ここで，ρは密度，aは加速度ベクトル，σは全応力テン

ソル，bは物体力ベクトルである．

Terzaghiの有効応力の原理を用いる.

σ = σ0 + pI = ρσ0s + pI (2)

ここで，pは間隙水圧，Iは単位テンソル，σ0sは有効応力

テンソルを密度 ρで除した比有効応力（Specific effective

stress）テンソルである．

試験関数wを乗じて領域 Ω に対して積分し弱形式を求

める．Z
Ω

ρw · adΩ = −
Z
Ω

ρσ0s : ∇wdΩ−
Z
Ω

pI : ∇wdΩ

+

Z
dΩ

w · τdS +
Z
Ω

ρw · bdΩ (3)

ここで，Gaussの発散定理，Cauchyの定理を用いた．τ

は表面力ベクトルである．

連続体をサブドメイン Ωp に分け，サブドメインを代表

する Lagrangian粒子へ離散化する．

ρ (x) =

NpX
p=1

Mpδ (x−Xp) (4)

ここで，Np は粒子数，δはDiracの delta関数，Xp は粒

子の位置ベクトル，Mp は粒子の質量である．Mp は定数

であるため，自動的に質量保存則が満足される．

式 (4)により，式 (3)を粒子に離散化する．次に運動量

保存則を計算格子上で計算するため，格子への離散化を行
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う．格子にはアイソパラメトリック要素を用い，位置 xに

おける加速度 a(x)，物体力 b(x)，試験関数 w(x)を形状

関数NI(x)で離散化する．試験関数wI が任意である事を

考慮し，また，Lumped massを用いると，最終的に運動

量保存則は以下のように書ける．
NpX
p=1

MpNI(Xp)aI + {Kv} pE = −
NpX
p=1

Mpσ
0s(Xp)GIp

+τ I +

NpX
p=1

MpNI(Xp)bI(Xp) (5)

ここで，aI，bI，wI はそれぞれ格子点に離散化された加

速度，物体力，試験関数，下付きのインデックス E は格子

を表し，pE は格子の中心に定義する間隙水圧である．ま

た，下記の定義を用いた．

{Kv} =
Z
Ω

{Bv} dΩ, w(x) ·∇ = wI {Bv} (6)

τ I =

Z
dΩ

τ̄ INI(x)dS, GIp = ∇NI(x) |x=Xp
(7)

2.2 FDMによる連続式の定式化

液相については，液状化解析法 LIQCA2D072),3) の手法

に準じて，間隙水圧をMPMでの空間格子の重心に定義し，

FDMを用いて定式化した．連続式は次式で表される．
k

γw

¡
−ρf trε̈+∇2pd

¢
+ trε̇− n

Kf
ṗ = 0 (8)

ここで，kは透水係数，γw は水の単位体積重量，ρf は間

隙水の密度，εはひずみテンソル，pd は過剰間隙水圧，n

は間隙率，Kf は間隙水の体積弾性係数である．

試験関数 wn（領域で 1，それ以外で 0）を乗じて，弱形

式を求め，Newmarkの β 法で時間離散化し，加速度 a(x)

および速度 v(x)を格子点へ離散化し，左辺第 4項を空間

差分し，間隙水圧の時間微分を後退差分し，試験関数の任

意性を考慮すると，最終的に連続式は次式のように書ける．

{Kv}T aI +
¡
A0 − α0

¢
pdE|t+∆t +

X
i

α0ipdEi|t+∆t =

1

(k/g − γ∆t) {Kv}T
©
vI|t +∆t (1− γ)aI|t

ª
+A0pdE|t (9)

ここで，α0i は，格子辺の長さと隣接する格子との重心間

距離とで定義される定数であり，α0 =
P

i α
0
i である．pdEi

は当該格子に隣接する格子の間隙水圧である．

2.3 固液二相連成MPM-FDMのアルゴリズム

計算時間増分を∆t，計算ステップを k（1, 2, ...）とする．
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上付きの k は現在のステップ，LはLagrangian phase，k+1

は次のステップを表す．図 1にアルゴリズムを示す．

1. 対象を有限のサブドメインに分割し，各々を代表する粒

子の質量Mp，初期速度，初期水圧を決定する．

2. 空間格子を決定し，境界条件を設定する．

3. 粒子の質量Mp を用いて格子点の質量 mk
I を決定し，粒

子の速度 V k
p を用いて格子点の速度 vkI を求める．

mk
Iv

k
I =

NpX
p=1

MpV
k
pNI(Xp)

k (10)

5. 粒子の水圧 pkdEp から格子の水圧 pkdE を求める．格子内

に存在する粒子の水圧の平均値を格子中心の水圧とする．

6. 運動方程式と連続式を解き，格子点の加速度 akI と格子

の水圧 pLdE を求める．

7. akI を時間積分し，格子点の速度 vLI を求める．

8. vLI を用いて粒子のひずみ増分∆εk+1p を求める．

9. 構成関係を用いて，∆εk+1p から粒子の応力増分 ∆σk+1p

を求める．

10. 形状関数を用いて粒子の速度 V k
p を更新する．

11. 格子内の粒子には，その格子の水圧 pLdE を与える．

12. 2. に戻る．

図 1：固液二相連成MPM-FDMのアルゴリズム

3．飽和多孔質弾性体の変形解析

解析に用いた二次元飽和多孔質弾性体の解析モデルおよ

び境界条件を図 2に示す．排水境界は粒子に与え，計算時

に格子に反映させた．荷重は 1000秒間で 50kPaの等分布

荷重を漸増載荷した．荷重も粒子に与え，計算時に形状関

数により格子に外挿した．ポアソン比 ν は 0.45，ヤング率

E は 4350kPa，密度 ρは 1.5(Mg/m3)，Newmarkの β は

0.5，γは 1.0，透水係数 kは 5.52× 10−5(m/s)，時間増分

∆t は 0.0005(s) とした．図 3 に変形図と間隙水圧の分布

を示す．荷重により圧縮変形し間隙水圧が発生するが，上

部の排水境界に起因して間隙水圧が分布している事がわか

る．図 4はマスとしての鉛直変位について，同条件で行っ

た FEMの解析結果，一次元モデルを仮定した理論計算値

と比較した．二相系に拡張したMPM法は FEMよりもや

や小さな変位量となったが，概ね妥当な解が得られた．図

5に水圧の時系列変化を示している.間隙水圧は変位速度に

依存して発生しており，変位速度が 0になると間隙水圧は

消散していることがわかる. さらにアルゴリズム 10におい

て粒子の速度 Vp の更新時に akI を用いる場合 (図中MPM

①)と vLI を用いる場合 4)(図中MPM②)とを比較したと

ころ前者の方がより FEMと近い値を得た．

図 2：解析モデルと境界条件

図 3：変形図と間隙水圧分布（変位 50倍）

図 4：鉛直変位‐時間関係

図 5：間隙水圧‐時間関係

4．まとめ

MPM を固液二相系に拡張した変形解析法を提案した．

二次元飽和多孔質弾性体の変形解析を行い，FEMの解析

結果と比較し解の妥当性を検証した．
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