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1. はじめに
津波や洪水などの防災対策に数値シミュレーションは必

要不可欠な存在であり，沿岸域へ来襲する津波の陸上への

遡上高および浸水予測は工学上重要である．数値解析手法

としては，差分法による解析が一般的であるが，複雑な自

然地形や構造物を考慮する際には，任意形状への適合性に

優れた有限要素法は有効な手法であると考えられる．

そこで本論文は，支配方程式に波の非線形性と分散性を

考慮した Boussinesq方程式を用い，波の伝播形態を高精度
に表現可能な有限要素法に基づく数値解析手法の提案を行

うものである．離散化手法に SUPG法に基づく安定化有限
要素法

1)
を適用し，衝撃捕捉項における安定化パラメータ

について検討を行った．数値解析例として孤立波伝播問題
5)
を取り上げ，計算結果と実験値との比較を行うことによ

り本手法の有効性を検討する．

2. 数値解析手法
(1) 支配方程式

支配方程式には，Boussinesq方程式を用い，以下のよう
に表される．

∂U
∂t
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∂U
∂xi

= K + R　 (1)

ここで Ui は保存変数であり，以下のようになる．

U =

[
H

U1H
U2H

]
, (2)

Ui は x，y 方向の断面平均流速，H(= h + ζ)は全水深，h

は静水深，ζ は水位変動量である．また，各ベクトルとマト

リックスは以下のようになる．
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c(=
√

gH)は波速，gは重力加速度，z は標高値である．ま

た，K，R，Ai，はそれぞれ分散，勾配ベクトル，移流マト

リックスである．

(2) 安定化有限要素法

支配方程式 (1)に対して，空間方向の離散化として SUPG
法に基づく安定化有限要素法

1)
を適用すると以下の重み付

き残差方程式が得られる．
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∫
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)
·
(∂U
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dΩ = 0 (3)

上式 (3) において左辺 1項目は Galerkin項であり，2項目
の要素ごとの積分の総和項は SUPG法による安定化項であ
り，3項目の要素ごとの積分の総和項は衝撃捕捉項である．
なお，U∗ は重み関数である．また τ と νSHOC は安定化の

パラメーターであり，第 2項にある Fは分散項Kを部分積
分したものである．

a) 有限要素方程式

式 (3) に対して，三角形一次要素を用いて空間方向の離
散化を行うと，以下に示す有限要素方程式が得られる．

(
M + Mτ

)∂U
∂t

+
(
D + Dτ

)
U+

+
(
S + Sτ

)
U +

(
H + Hτ

)
R + TU = 0 (4)

ここに，M，D，S，H，T は係数行列であり，添字 τ は

SUPG項に起因する行列を表す．Tは衝撃捕捉項に起因す
る行列である．

時間方向の離散化において，時間微分項は次のように表さ

れる．

∂U
∂t

=
Un+1 −Un

∆t
(5)

ここで，保存変数Uは以下のように定義される．

U = θUn+1 + (1− θ)Un (6)

(6) における θ は時間積分の安定性と精度をコントロール

するパラメータであり，θ=0.5の 2次精度を有する Crank-
Nicolson法を用い，連立一次方程式の解法には，Element-
By-Element Bi-CGSTAB法を適用する．

(3) 安定化パラメータ

衝撃捕捉項は残差に依存した非線形の人工粘性を付加す

る安定化項である．その安定化を施す人工粘性は，粘性係

数に相当する νSHOC に依存している．
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νSHOC = τSHOC (||uint||)2 (7)

ここに，νSHOC は要素で持つ，毎ステップ変化する安定化

パラメータであり，以下に従来及び提案する新しいパラメー

タを示す．

従来法 (Case1)
従来法は流速のみに依存する安定化パラメータである．こ

の安定化パラメータは非圧縮性 Navier-Stokes 方程式に提
案されたものである．この安定化パラメータは，流速のみ

に依存し，必ずしも適切とはいえない．

τSHOC =
( nen∑

α=1

∣∣∣u·∇Nα

∣∣∣
)−1

, ||uint|| = ||u|| (8)

ここに，Na は形状関数である．

提案法 (Case2)
提案法は流速に加えて，波速，水位の二階微分を考慮に加え

た安定化パラメータである.不連続面には二階微分値が大き
くなるため，不連続面に重点的に人工粘性が入るように水

位の二階微分値を考慮に加えた．また波の非線形性の強弱

を表す無次元パラメータ ||u||/cを考慮することにより，斜

面などの浅海域における波の増幅に伴う強非線形の際には，

値が大きくなり，深海域における伝播段階などの弱非線形

の際には，値が小さくなり，過剰な粘性が入らないように

なっている．

τSHOC =

(
nen∑
a=1

(c|j · ∇Na|+ |u · ∇Na|)
)−1

( |∇2H|
|∇2H|max

)( ||u||
c

)
(9)

H = h + z， j =
∇H

‖ ∇H ‖， ||uint|| =
√
||u||2 + c2

3. 数値解析例
(1) 孤立波伝播問題

本手法の有効性の検討を行うため，Street らによる水理
実験モデル

5)
を取り上げる．解析モデルを図-1 に示す．水

平床と 1/20の一様勾配斜面が組み合わされたものであり，
初期状態は，x/h=10に波峰をもつ波高水深比 0.12の孤立
波である．有限要素分割は三角形要素を用い，節点数 4207，
要素数 7200であり，微小時間増分量∆t=0.005[s]とした．
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図 – 1 Streetらによる水理実験モデル

(2) 解析結果

本手法の有効性の検討を行うため，図-2に Streetらの水
理実験結果との比較を示す．実験値は x/h=41.6 地点の水
位の時刻歴である．図-2より，安定化パラメータ case2は
非線形性の強いところで安定化を施し，伝播段階の非線形

性の弱いところでは過剰な粘性が入らないようにしてある

ため，安定化パラメータ case1 に比べ，波高の減衰が抑え
られ，実験値と良い一致を示していることがわかる．
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図 – 2 x/h=41.6における解析結果と実験結果の時刻歴の比較

4. おわりに
本論文では，支配方程式に波の非線形性と分散性を考慮

した Boussinesq方程式を用い，波の伝播形態を高精度に表
現可能な数値解析手法の検討を行った．数値解析例として，

孤立波伝播問題を取り上げ，実験結果と解析結果との比較

を行った．その結果，本手法で提案する波速と水位の 2 階
微分値，波の非線形性を表す無次元パラメータを考慮した

安定化パラメータを用いることにより，波の伝播形態を高

精度に表現可能であることが確認された．

今後の課題として，構造物を考慮した解析，実地形への

本手法の適用などがあげられる．
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