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1 はじめに

波動方程式を計算機上で解くことは，地震波動解析など

の分野で土木工学とも深く関わっている．本研究では，波

動解析の一つの手法として，媒質の揺らぎと波動場を結び

つける利点をもつ領域積分方程式に対して Fourier変換を

施し波数領域の方程式にし，FFTとKrylov部分空間反復

解法 1) を組み合わせる手法を提案してきた 2)．本論文で

は，領域積分方程式を用いた揺らぎを持つ半無限弾性波動

場における逆散乱解析の定式化を展開し，数値計算結果を

示す．

2 解析手法の概要

2.1 問題の定義

ここでは図–1に示すように鉛直下向きに x3 軸をとり，

x3 = 0 kmでの x1−x2平面を地表面とする．このとき，点

震源で発生した入射波が媒質の揺らぎに照射し，散乱波を

生じる問題を扱う．そして，全波動場が既知のとき，Lamé

定数の変動部分を推定する逆散乱問題を扱う．弾性波動場

は 3次元で，媒質の Lamé定数は次のように表せると仮定

する．

λ(~x) = λb + λ̃(~x)

µ(~x) = µb + µ̃(~x), (~x ∈ R
3
+) (1)

ここに，λ，µは Lamé定数であり，添え字の bは Laméの

定数が一定の部分を表す．また，λ̃および µ̃は Lamé 定数

の変動部分を表す．すなわちここでは，散乱波動場から λ̃，

µ̃を推定する.

2.2 波領域数における領域積分方程式

媒質の揺らぎを支配方程式の非同次項とみなし領域積分

方程式を構成する．そして，領域積分方程式を境界条件を

考慮した Fourier変換 (以降の議論では一般化Fourier変換
3) と呼ぶ)を適用することで次式を得る 3)．

v̂i(~ξ) = −ĥ(~ξ)UijNjk(~x)U −1
kl f̂l(~ξ)

−ĥ(~ξ)UijNjk(~x)U −1
kl v̂l(~ξ) (2)

ここに，v̂iは散乱波，ĥは波数領域のGreen関数，f̂ は入

射波，q̂j，Njk は媒質の揺らぎとその勾配に関係した関数

である．U は一般化Fourier変換の演算子，U −1は一般化
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図– 1: 解析モデル
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図– 2: Lamé定数の空間変動分布 (x2 = 0km)

Fourier逆変換の演算子である．また，~x = (x1, x2, x3) ∈

R
3
+ は空間領域のベクトル，~ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R

3
+ は波数

領域のベクトルであり，x3，ξ3は正の値のみを持つ．さら

に，R
3
+ = R × R × R+ は 3次元半無限空間を表す．

2.3 逆散乱解析に対する領域積分方程式の定式化

式 (2)の両辺を −ĥ(~ξ)で割り，U −1 を乗じることで次

式を得る．

U
−1

ji F̂i(~ξ) = Njk(~x)U −1
kl (f̂l(~ξ) + v̂l(~ξ)) (3)

ここで，

F̂i(~ξ) = −v̂i(~ξ)/ĥ(~ξ) (4)

である．また，媒質の揺らぎは波動ではないため，境界条

件を含んだ一般化 Fourier変換を用いる必要がない．した

がって，3次元の Fourier変換を用いることが可能である．
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このとき式 (3)は次のように表せる．

U
−1

ji F̂i(~ξ) =
(

M
(f)
jk (~x) + M

(v)
jk (~x)

)

F
−1q̂k(~η) (5)

ただし，~η = (η1, η2, η3) ∈ R
3
+ は波数領域のベクトルであ

り，先に示した ~ξとは異なる値をとる．また，

(q) = ( ∂1λ̃ λ̃ µ̃ )T (6)

[M (s)] =







ε ∂1ε ∂1ε + η1 + 2ε1l∂l

0 ε∂2 + ∂2ε ∂2ε + η2 + 2ε2l∂l

0 ε∂3 + ∂3ε ∂3ε + η3 + 2ε3∂l






(7)

とする．ここに，

ε = ∂lsl

ηj = (∂2
1 + ∂2

2 + ∂2
3)sj

εjk = (1/2)(∂jsk + ∂ksj) (8)

である．sは vまたは f である．式 (5)を FFTとKrylov

部分空間反復解法を用いることで，ˆ̃
λ， ˆ̃µが得られる．こ

れらを Fourier変換することで媒質の揺らぎが求めること

ができる．

3 数値計算結果

ここでは，入射波が図–2に示す媒質の揺らぎに照射し，

散乱波を生じる問題を考える．具体的に Lamé定数は λb =

4 GPa，µb = 2 GPaとし，空間変動部分は

λ̃(~x) = 0.1 exp(−0.1|~x − ~x0|
2)

µ̃(~x) = 0.1 exp(−0.1|~x − ~x0|
2) [GPa] (9)

と表現する．揺らぎの中心座標 ~x0 は，~x0 = (0, 0, 5)とす

る．また，入射波 f(~x)は点震源からの波動とし

fi(~x) = Gij(~x, ~xs)pjA (10)

とおく．ここで Gij は Green関数である．ここに，Aは

入射波の振幅であり A = 1.0 × 10−5 km，pj は方向ベク

トル pj = (0, 0, 1)，xs = (0, 0, 0)は震源位置である．さら

に，領域積分方程式の適用においては，式 (2)にも示した

ように f の一般化 Fourier変換を用いる．このとき f̂l(~ξ)

は次のようになる 2)．

f̂l(~ξ) = ĥ(~ξ)Λ∗

lj(
~ξ, ~x)pjA (11)

収束条件は，解くべき連立方程式を Ax = bとし，近似

解を yとおいたとき ‖Ay − b‖が一定の値に収束したとき

解が収束したとみなした．

このとき，図–3に x1 = x2 = 0 kmにおける鉛直方向に

おける推定結果を示す．targetが散乱解析に用いた Lamé

定数，estimationが散乱波動場から推定した結果となって
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(a)　推定結果 [λ̃]
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(b)　推定結果 [µ̃]

図– 3: x1 = x2 = 0 kmでの x3 方向の逆散乱解析結果

いる．この結果から，揺らぎの大まかな揺らぎの位置，大

きさを推定することが可能であることがわかる．

4 むすび

本論文では，揺らぎを持つ半無限弾性波動場において領

域積分方程式を用いた逆散乱解析手法の展開を行った．こ

こでは，Krylov部分空間反復解法と FFTを組み合わせる

手法を提示し，半無限弾性波動場における逆散乱解析の可

能性を示した．結果に示したものは一例であるが，数値を

変えた際にまだ若干の欠点も見ることができるもののある

程度の大きさ，位置を捉えることができた．今後は，誤差

を修正するため正則化を行なうことが課題となる.
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