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1 はじめに

波動方程式を計算機上で解くことは，地震波動解析など

の分野で土木工学とも深く関わっている．本研究では，波

動解析の一つの手法として，媒質の揺らぎと波動場を結び

つける利点をもつ領域積分方程式に対して Fourier変換を

施し波数領域の方程式にし，FFTとKrylov部分空間反復

解法 1) を組み合わせる手法を提案してきた 2)．

本論文では，領域積分方程式を用いた揺らぎを持つ半無

限弾性波動場における散乱解析の手法の概要と数値計算結

果を示す．

2 解析手法の概要

2.1 問題の定義

ここでは解析モデルを図–1のように示す．解析モデル

は揺らぎを持つ半無限弾性波動場である．ただし，媒質の

揺らぎは Lamé定数の変動部分で次のように表せる．

λ(~x) = λ0 + λ̃(~x)

µ(~x) = µ0 + µ̃(~x), (~x ∈ R
3
+) (1)

添え字の 0は Laméの定数が一定の部分を表す．また，λ̃

および µ̃は Lamé 定数の変動部分を表す．さらに，R
3
+ =

R×R×R+は 3次元半無限空間を表す．図–1に示すよう

に，鉛直下向きに x3軸をとり，x3 = 0 kmでの x1 −x2平

面を地表面とする．このとき，点震源で発生した入射波を

媒質の揺らぎに照射し，散乱波を発生させる問題を扱う．

揺らぎを持つ半無限弾性波動場の全波動場は次の積分方程

式で表現することが可能である 3)．

ui(~x) = gij(~x, ~xs)qj −

∫
R

3
+

gij(~x, ~y)Njk(~y)uk(~y)d~y (2)

ここで，~x = (x1, x2, x3) ∈ R
3
+ は観測点の位置ベクト

ル，~xsは加振点の位置，uは全波動場，gij はGreen関数，

qj は加振力ベクトルの成分，Njkは弾性定数の変動部分で

表される関数である．本論文では領域積分方程式を波数領

域に変換し，そこにKrylov部分空間反復解法を適用する．

図– 1: 解析モデル

図– 2: Lamé定数の空間変動分布 (x2 = 0km)

2.2 波領域数における領域積分方程式

領域積分方程式，式 (2)を散乱波

vi(~x) = ui(~x) − gij(~x, ~xs)qj (3)

に関するものに書き換え，境界条件を考慮した Fourier変

換 (以降の議論では一般化 Fourier変換 3) と呼ぶ)を適用

することで次式を得る 3)．

v̂i(~ξ) = −ĥ(~ξ)UijNjk(~x)U −1
kl f̂l(~ξ)

−ĥ(~ξ)UijNjk(~x)U −1
kl v̂l(~ξ) (4)

ここに，v̂iは散乱波，ĥは波数領域のGreen関数，f̂は入射

波，q̂j，は媒質の揺らぎとその勾配に関係した関数である．

U は一般化 Fourier変換の演算子，U −1は一般化Fourier

逆変換の演算子である．また，~ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R
3
+ は波

数領域のベクトルであり，x3，ξ3 は正の値のみを持つ．
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3 数値計算結果
ここでは，入射波を図–2に示す媒質の揺らぎに照射し，

散乱波を生じる問題を考える．弾性定数のバックグラウン

ドは，λ0 = 4GPa，µ0 = 2GPa，ρ = 2g/cm3とする．す

なわち，このときの P 波の速度は 2km/s，S波の速度は

1km/sである．また，波動場の振動数を 1Hzとする．した

がって，バックグラウンドのP波と S波の波数はそれぞれ，

kL=3.14km−1および kT =6.28km−1であり，Rayleighの

特性方程式より，Rayleigh波の波数は ξR=6.737km−1 で

ある．また，弾性定数の変動部分は次のように設定して

いる．

λ̃(~x) = 0.1 exp(−0.1 |~x − ~x0|
2
) (5)

µ̃(~x) = 0.1 exp(−0.1 |~x − ~x0|
2
) (6)

ここで，x0 = (0, 0, 3)であり，揺らぎの中心座標である．

このとき，図–3に地表面 (x3 = 0)における水平方向の

散乱波の解析結果を示す．波が同心円上に広がっている様

子が分かる．これは，揺らぎが球対称で原点の直下に位置

しているためである．

また，図–4では鉛直方向の散乱波の解析結果を示して

いる．揺らぎを通過することで，波の進行方向に散乱波の

変位が大きいことが見て取れる．また，地表面においても

大きくなっていることが見て取れる．これは，自由表面で

の表面波の影響と考えられる．深度 10km以下から振幅の

大きな値が出始めているが，これは鉛直成分の積分計算に

よる誤差と考えられる．図– 5はスペクトルの解析結果で

ある．地表面では,Rayleigh波 (波数 ξ = 6.737)が卓越し

ていることがわかる．これより，図–4の表面波が確認で

きた．

4 むすび

本論文では，揺らぎを持つ半無限弾性波動場において領

域積分方程式を用いた散乱解析手法の概要を示した．ここ

では，Krylov部分空間反復解法と一般化Fourier変換を組

み合わせる手法を提示し，半無限弾性波動場における散乱

解析の解析結果を示した．結果に示したものは一例である

が，他の解析でも浅い部分ではおおむね良い結果が得られ

た．今後の課題は深度 10kmを越えた場合の一般化Fourier

変換の精度低下を克服することである．
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