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1. はじめに

大変形下における非圧縮超弾性体のトポロジー最適化で

は，孔までもが非圧縮となり，内部に圧力が発生するなど

適切なトポロジーを求めることが容易ではない．そのため

最適化手法の構築には工夫を要する．本研究では鉄道軌道

に用いられるゴムパッドの防振性能の向上を最終目的とし，

これまでに構成してきた VOF法を用いたトポロジー最適

化手法 1) の大変形非圧縮超弾生体への適用を試みる．

2. 非圧縮超弾性体の大変形解析

設計領域で非圧縮超弾性体が占有する領域を，後述の

VOF関数 ψ により表現する．本来物質の存在しない領域

についてはせん断弾性係数を ψGにより低減して与え,そ

の際に非物質点を圧縮性線形弾性体で表現し，前述の問題

点の回避を図る．有限要素方程式は次式で与えられる．

a(u, p, δu;ψ) = L(δu),

b(u, p, δp;ψ) +R(u, p, δp;ψ) = 0
(1)

ここで，
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Z
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式 (2)で ω1,ω2 は ψの関数であり，それぞれ線形弾性体と

非圧縮超弾性体の方程式の重み関数である．なお，²，ν は

線形弾性体の微小ひずみとポアソン比，W̃，C，J は非圧縮

超弾性体の弾性ポテンシャル関数，右 Cauchy-Greenテン

ソル，および体積変化率を示す．また，pは圧力，Ω̄は設

計領域，τ̄ は安定化項，L(δu)は外力項である．

式 (1)は変位 uと圧力 pに関する非線型方程式となるの

で，求解は増分方程式に基づき Newton-Raphson 法によ
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り実行する．
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(3)

3. トポロジー最適化手法

従来の密度法に基づくトポロジー最適化では，設計領域

に固定したメッシュ上で，各要素における材料密度より物

体形状を表現した．この手法では各有限要素の材料密度を

設計変数とするため，トポロジーを意識せずに最適化を行

うことができるという利点がある反面，中間密度やチェッ

カーボード現象の発生などの問題点がある．

そこで本研究では VOF法を用いる．VOF(Volume Of

Fluid)法では Eulerメッシュ下の要素ごとに物質の占める

割合を VOF関数として与え物体領域を表現し，物体形状

の変化を VOF関数の移流によって表現する．

(1) VOF法を用いたトポロジー最適化

最適化問題 対象とする最適化問題を次のように定義する．

Minimize
ψ

J̄ = J(u, p;ψ) + λ+(V − Vmax) (4)

Subeject to : a(u, p, δu;ψ) = L(δu),

b(u, p, δp;ψ) +R(u, p, δp;ψ) = 0,

u = ū on Γu,λ(V − Vmax) = 0, λ ≥ 0

(5)

ここで，J̄ は目的汎関数，J はコスト関数，Vmax は許容

最大体積，λは体積制約に関する Lagrange乗数である．

設計感度解析 VOF関数 ψの変動による解の増分を∆u，

∆pとし,これらによる J̄ の増分を∆J̄ とすると，∆J̄ は次

式のように与えられる.

∆J̄(u,ψ) = ∆J(u,ψ) + λ∆V (ψ) (6)

ここで，
∆J =

∂J

∂u
∆u+

∂J

∂p
∆p+

∂J

∂ψ
∆ψ (7)

なお，∂/∂()は Fréchet微分を表す．式 (7)より ∆J の評

価には ∆u，∆pの評価が必要になる．これらを直接導出

することなく式 (7)を評価する目的で随伴変数法を用いる

と，最終的に次式を得る．

∆J̄ =

Z
Ω̄

(−β + ∂F

∂ψ
+ λ+)∆ψdΩ (8)
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ここで，Z
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∂ψ
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J =

Z
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F (u, p;ψ)dΩ

(9)

VOF関数の移流速度 VOF法では構造物の形状変化を

ψ の移流により記述する.ψ の移流速度を v とすると，以

下の移流方程式を得る.
∂ψ

∂t
= −v ·∇ψ (10)

最適化過程において目的汎関数 J̄ が単調減少するように,

移流速度 vを次式で与える.

v = (−β + ∂F

∂ψ
+ λ+)∇ψ (11)

また，移流過程において生じる数値拡散の抑制を目的とし

てCIVA法を適用し，さらに物体境界をより明確にするこ

とを目的とし正接関数変換を併用する 1)．

4. 解析結果

解析例として，二次元平面ひずみ問題における最終コン

プライアンス最小化問題を考える．このときの F は次式

で与えられる．

F = ω1[ψ2G² : ²−
3ν

1 + ν
ptr(²)]

+ω2[
∂W̃

∂C
: C − p ∂J

∂C
: C] (12)

なお，以下の解析では ω1，ω2 を次式で与えた．

ω1 = 1− ω2, ω2 = 2(ψ − 0.5)+ (13)

ただし，ψ ≤ 0.5のとき (ψ−0.5)+ = 0とする．また，超弾

性体の材料定数 c1 = 0.3，c2 = 0.1(N/mm
2)とし，線形弾性

体のポアソン比 ν = 0，せん断弾性係数G = 0.8(N/mm
2
)

とした．

なお，比較的初期の最適化段階における形状は複雑なた

め，荷重増分過程で座屈などが生じ解が収束しない恐れが

ある．そこで，荷重増分回数を最適化ステップの前半では

1回とした．また，計算の効率化を図る目的で，一回の最適

化計算で得た移流速度の下で複数回の移流計算を実行した．

(1) 解析例 1

アスペクト比 3：2の片持ち梁の右端中央三節点に，各々下

向きに∆P=0.001(N)の節点力増分の下，最大で 0.040(N)

まで載荷した場合を考える (図 1)．解析領域は 2.0mm×

3.0mmとし，20× 30に要素分割を行う．また，一回の感

度解析ごとに移流計算を 3～5回行った．

トポロジーの変化の様子を図 2に示す．二部材トラスが

安定に得られており，最適化過程が適切に実行されている

ことが確認できる．4ステップ，20ステップにおける荷重-

変位曲線を図 3に示す．いずれの形状でも強い非線形性が

図 1 解析条件 (解析

例 1)

0 step 4 step 8 step

12 step 16 step 20 step

図 2 最適化過程における形状変化

図 3 荷重-変位曲線
図 4 適切な処理を行わな

かった場合の形状

図 5 解析条件 (解析例 2) 図 6 最終形状

認められるが，最終トポロジー下での剛性が大幅に向上し

ていることがわかる．材料が分布しない領域でも非圧縮超

弾性体として定式化した場合に得られた形状を図 4に示す．

明らかに不合理な形状が得られており，材料の配置されな

い領域の適切な処理が重要であることがわかる．

(2) 解析例 2

単純支持されたアスペクト比 1：3の梁の下端中央六節

点に，各々下向きに ∆P=0.0005(N) の節点増分の下，最

大で 0.005(N)まで載荷した場合を考える．解析にあたり，

対称性を考慮し右半分の領域のみを考える (図 5)．解析領

域は 3.0mm× 2.0mmとし，30× 20に要素分割した．ま

た，一回の感度解析ごとに移流計算を 2～4回行った．最

終トポロジー下での変形の様子を図 6に示す．最終的に 9

部材からなるトラス橋の形状に収束しており，梁の中央部

が大きく変位していることがわかる．

5. 結論

非圧縮超弾性体を対象とし VOF法を用いたトポロジー

最適化手法の構築を行い，最終コンプライアンス最小化問

題への適用を試みた．その結果，不合理な圧力の発生もな

く，安定に良好なトポロジーを得ることができた．
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