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1 はじめに
波動方程式における数値解析としての領域積分方程式を

用いる研究は，活発に行われてきたとは言い難い．しかし，

領域積分方程式は，媒質の揺らぎと波動方程式の解を直接

結びつけることができる数学的な利点を有している．

本論文では，弾性波動場における領域積分方程式による

逆散乱解析の定式化を展開する．この手法の特徴は，Krylov
部分空間反復解法 1)と FFTを組み合わせる点にある．こ
こでは，逆散乱解析手法の概要とこれを用いた数値計算例

を示す．

2 解析手法の概要
2.1 問題の定義

本論文は，図 1に示すように平面波が不均質領域で乱さ
れ，散乱波が生成される状況を考える．そして，全波動場

が既知のとき，Lamé の定数の変動部分を推定する問題を
扱う．弾性波動場は 3次元で，媒質の弾性定数は次のよう
に表せると仮定する．

λ(�x) = λb + λ̃(�x)

µ(�x) = µb + µ̃(�x), (�x ∈ R
3) (1)

ここに，λ，µは Lamé の定数であり，添え字の bは Lamé
の定数が一定の部分を表す．また，λ̃および µ̃は Lamé の
定数の変動部分を表す．すなわちここでは，散乱波動場か

ら λ̃，µ̃を推定することを考える.
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図 1: 本論文で扱う問題

2.2 波領域数における領域積分方程式

波数領域の領域積分方程式は先の論文 2) より次のよう

に表される．

v̂i(�ξ) = −ĥij(�ξ)q̂j(�ξ + �ξL) − ĥij(�ξ)FNjk(�x)F−1v̂k(�ξ) (2)

ここに，v̂i(�ξ)は散乱波，ĥij(�ξ)は波数領域の Green関数
を構成するもの，Njk(�x)，q̂j(�ξ)は媒質の揺らぎとその勾
配に関係した関数として表現される．F は Fourier変換の
演算子，F−1 は Fourier逆変換の演算子である．ただし，

Njk(�x) = −(λ̃(�x) + µ̃(�x))∂j∂k − δjkµ̃(�x)∂l∂l

−∂j λ̃(�x)∂k − δjk∂lµ̃(�x)∂l − ∂kµ̃(�x)∂j (3)

ĥij(�ξ) =
δij

µb(|�ξ2| − k2
T − iε)

− ξiξj

2µb(1 − ν)
×

1

(|�ξ2| − k2
T − iε)(|�ξ2| − k2

L − iε)
(4)

である．均質波動場での平面波 fk として x3 軸方向に伝

播する P波を考える．このとき，fk のポテンシャルとし

て，ΦI(�x) = A exp(ikLx3) を用いることができる．した
がって，平面波は fk(�x) = ∂kΦI(�x) と表せる．この時，
�ξL = (0, 0, kL)である．また，

�q(�x) = Ak2
L




∂1λ̃(�x)
∂2λ̃(�x)

(∂3 − ikL)(λ̃(�x) + 2µ̃(�x))


 (5)

である．ここでは繰り返し現れる添え字については総和規

約を用いている．

2.3 inversion問題における領域積分方程式の定式化

式 (2)の両辺に −ĥ−1
ji (�ξ) を乗じると，次式を得る.

−ĥ−1
ji (�ξ)v̂i(�ξ) = q̂j(�ξ + �ξL) + FNjk(�x)F−1v̂k(�ξ) (6)

ここで，右辺第一項は，シフト演算子 S を用いて，

q̂j(�ξ + �ξL) = Sq̂j(�ξ) (7)

と表される．ここに，

S = F exp(−i�x · �ξL)F−1 (8)

である．また，右辺第二項は，次のように表される．

FNjk(�x)F−1v̂k(�ξ) = FBjk(�x)F−1q̂k(�ξ) (9)
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ここで，Bjk(�x)は，微分演算子と散乱波によって構成さ
れる．

式 (6)に式 (7)と式 (9)を代入し，逆シフト演算子S−1 =
F exp(i�x · �ξL)F−1 を両辺に乗じることにより正則化を図

れば，次式を得る．

−S−1ĥ−1
ji (�ξ)v̂i(�ξ) = (δjk + S−1FBjk(�x)F−1)q̂k(�ξ) (10)

式 (10)の Fourier変換に FFTを用い，さらに反復解法を
適用することで，q̂ を求めることができる．そして，q̂ よ

り媒質の揺らぎを決定することができる．

3 数値計算結果
前述のように，ここでは x3軸に沿って平面波が伝播し，

不均質領域で波動が乱される問題を扱う．平面波は P波と
する．

弾性定数のバックグランドは，λb = 4GPa，µb = 2GPa，
ρ = 2g/cm3 とする．すなわち，このときの P波の速度は
2km/s，S波の速度は 1km/sである．また，波動場の振動
数を 1Hzとする．ターゲットとなるラメ定数は次のよう
に設定している．

λ̃(�x) = 0.1 exp(−0.2|�x|2)
µ̃(�x) = 0.1 exp(−0.2|�x|2) (11)

収束条件は，解くべき連立方程式を Ax = bとしたとき，

近似解 yが ‖Ay − b‖ ≤ 0.005‖b‖ を満足したときとした．
以下，図 2，図 3に，x3 = 0の時のラメ定数の変動部分

λ̃(�x)，̃µ(�x) を推定した結果を示す．proposedが本手法で求
めた解であり，targetが求めるべき解である．両者は良好
に一致している解が得られている．

また，図 4に，縦軸に相対残差 ε = ‖Ay−b‖
‖b‖ ，横軸に反

復回数をとった収束グラフを示す．

数値計算に要した時間は，AMD opteronのプロセッサー
を搭載したPC(4CPU並列)で 30minであった．ただし，反
復回数は 18回で打ち切っている．また．FFTにはACML
ライブラリを使用し，FFTは 2563で行った．

4 むすび
本論文では，領域積分方程式を用いた全無限弾性波動場

における逆散乱解析を行った．Krylov部分空間反復解法
と FFTを組み合わせる手法を提示し，精度良い逆散乱解
析が可能となった．

結果に示したものは一例であるが，数値を変えた際にお

いてもおおむね良好に求めることが可能である．以上のこ

とから，波動場から媒質の揺らぎが決定できるということ

がわかった.
今後は多重散乱波動場，半無限弾性波動場への展開が課

題となる．
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図 2: 本手法による解と求めるべき解の比較 [λ̃(�x)]
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図 3: 本手法による解と求めるべき解の比較 [µ̃(�x)]
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図 4: 反復回数と相対残差の関係
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