
e1 と e2 は A 点，e5 と e6 は B 点での X 座標と Y 座標を表

し，e3 と e4 は A 点，e7 と e8 は B 点での勾配を表してい

る．勾配を表す e3，e4，e7，e8 は，節点の角度と軸方向

の歪みを用いて次のように表すことができる．
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1．はじめに

　Shabana1) により提案された Absolute Nodal Coordinate
Method（以後，ANC 法）は通常の有限要素法に比べ精

度が高いばかりでなく，3 次元動力学解析において質

量マトリックスが定数となることから，多体動力学解

析 2) において注目されている．しかしながら，ANC 法

における変数間の従属関係に関しては，これまであま

り議論されていないようである．本研究では，ANC 法

における変数間の従属性が計算結果に与える影響につ

いて調べることを目的とする．

2．Absolute Nodal Coordinate 法の定式化

2.1．梁要素の節点座標

　図 -1に示す1次

元部材を考える．

部材の図心軸上の

任意点 P の位置ベ

クトル r は次式に

より得られる．

ここで， Aε と Bε は節点 A，B における軸方向の歪みで

(2)

Key word　有限要素法，ANC 法，幾何学的非線形

連絡先 〒350-0394 埼玉県比企郡鳩山町石坂 東京電機大学 大学院理工学研究科 建設環境工学専攻 TEL 049-296-2911

2.3. 剛性マトリックス

伸び変形による弾性力

　部材の軸方向の変形に対する歪みエネルギー lU は

 dxEAU
l

l ∫=
0

2

2
1

ε (7)

ここで，軸方向の歪み
 ε

は，変形後の部材長を ld とす

　歪みエネルギー Ul の求め方はこれまで様々な手法が

提案されているが，ここでは文献 2) の手法を用いて歪

みエネルギー Ul を計算する．この時，部材軸方向力 Fl

と節点ベクトル e との関係は次式のように表される．

 eKF ll = (8)

 [ ]Teeeeeeee 87654321=e

(3.a)
(3.c)

ここで e は梁の節

点ベクトルであり

次式で与えられる．

 Ser = (1)

軸とのなす角度を表している．形状関数 S は，
ある．また， Aθ と Bθ は節点 A，B における図心軸と X

図 -1　梁要素の変形
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と表され，ここで l を変形前の部材の長さ，x を節点 A

(6) dxA
l

T∫=
0

SSM ρ

2.2. 質量マトリックス

　部材の運動エネルギーは位置ベクトルを用いて次式

で求められる．

ここで， ρ は部材の密度である．形状関数 S を用いる

と，質量マトリックス M は次のように表すことができ

る．

(5)

(4)

次式により求められる．

曲げ変形による弾性力

　曲げ変形に対する歪みエネルギー tU は次式により

 dxEIU
l

t ∫=
0

2

2
1

κ (9)

ここで
 κ

は曲率であり，軸方向変位が微小であると仮

定すると，曲率は次式より求められる．
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文献 2) により，梁の曲げ変形に対する弾性力 Ft は次式

のように表される．

 eKF tt = (11)

求められる．

から点 P までの距離とすると， lx=ξ と表される．

X

Y

A

A

B

B

O

r

P

P

x l

 ∫= dVT T rr &&ρ
2
1

ここで ρA は部材の単位長さあたりの質量である．

　以上より，部材の変形による弾性力 F は，伸びによ

る弾性力と曲げによる弾性力を足したものとなり，部

材の運動方程式は次式のように表される．

 ( ) AAe θε cos13 +=  ( ) AAe θε sin14 +=

 ( ) BBe θε cos17 +=  ( ) BBe θε sin18 +=

ると ( ) llld −=ε と表せる．

土木学会第62回年次学術講演会(平成19年9月)

-1175-

1-590



３．ANC 法の問題点

　従来，ANC 法においては，e1 ～ e8 の変数は独立変数

として扱われている．しかし式 (3) より，変数間に以下

の関係が成立することがわかる．

(11) ( ) ( )22
8

2
7

22
4

2
3 1,1 BA eeee εε +=++=+

すなわち，e3，e4 および e7，e8 は，独立変数でないこと

がわかる．そのため，これらの従属関係が数値結果に

及ぼす影響について調べることとする．

４．ラグランジュ乗数を用いた拡大法

　拘束条件式を入れる方法として，ラグランジュ乗数

を用いた拡大法がある 3)．まず，式 (10) に速度変数 v を

導入し，拘束条件を考慮した運動方程式は次式のよう

になる．
(12.a)
(12.b)
(12.c)

ここでλはラグランジュの未定乗数，g は拘束条件式

であり， egG ∂∂= は拘束条件式のヤコビアンマトリッ

クスである．次に，式 (12.c) を時間に関し 2 回微分し整

理した結果，以下の式を得る．
(13)

この式 (13) の第 1 式に GM-1 をかけて，式 (13) の第 2 式

に代入するとλが以下のように求められる．

　式 (16) は通常の 1 階常微分方程式であり，ここでは

4 次の Runge-Kutta 法を用い数値解析を行った．

５．数値解析

5.1. 初期条件

　無重力状態

で，図-2のよう

な1 次元部材の

A 点に Y 軸方向

に初速度(v2=20)
を与える問題

を考える．材料

特性，および初

期条件は表 -1，および表 -2 に示す値を用いた．

(14)

表 -1　材料特性

表 -2　初期条件

X

Y

A B

l

図 -2　梁要素のモデル

5.2. 計算結果

　表 -2 に示すⅠとⅡの条件下で，A 点での拘束条件式

の誤差を比較したものを図-3に示す．これより，拘束

条件式を入れない場合でも，誤差は発散することなく

振動していることがわかった．

６．まとめ

　本研究では，ANC 法における変数間の従属関係が数

値解に与える影響について調べた．本解析例によれ

ば，拘束条件を考慮しない従来の手法でも，拘束条件

は満足されないものの，誤差は発散することなく振動

していることが確認された．
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図 -3　拘束条件式有りと無しの誤差の比較
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条件 刻み幅 要素数 拘束条件 材料特性
Ⅰ 0.03 3 無 ①
Ⅱ 0.03 3 有 ①
Ⅲ 0.03 8 無 ②
Ⅳ 0.03 10 無 ②

　次に，表 -2 に示すⅢとⅣの条件下で，1 次元部材の

変形を時間毎に比較したものを図 -4 に示す．ここで，

点線は初期位置を示している．これより，8 要素と 10
要素との結果はほぼ同一であるものの，t=33 以降に差

異が見られることがわかった．

図 -4　部材の動きの比較

次に式 (14) のλを用いて式 (13) より v& を求めると以下

のようになる．

ここで，式 (15) の右辺を ( )t,, veF とおくと，以下のよう

な常微分方程式を得る．
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 ( ) QeKKeM =++ tl&& (10)

ここで，Q は外力である． 条件
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