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1. まえがき 

 エネルギー変分原理に基づく Ritz 法は，定式化が容

易であり，計算負荷が小さい，という利点を有するた

め，偏微分方程式の境界値問題を近似的に解く一手法

として，古くから幅広い分野で用いられている．Ritz

法による近似解は，採用する試行関数に大きく依存す

るが，一般には，幾何学的境界条件を満足した許容関

数を仮定しなければならない．直方弾性体を取り扱っ

た既往の研究報告では，べき級数 1, 2) などの全体基底

関数と境界関数を掛け合わせた許容関数を試行関数

に採用する p-Ritz 法が主流である．一方，著者ら 3) は，

初めて局所的な基底数で表されるB-spline関数と境界

関数を組み合わせた区分的な許容関数の定式化を試

みており，この許容関数を試行関数に採用した Ritz

法である BF-spline Ritz 法 (Boundary Function- spline 

based Ritz method) を提案し，これを 3 元連立偏微分

方程式の固有値問題である Mindlin 平板の自由振動解

析へ適用し，本手法の適用の可能性について明らかに

した． 

 さて，p-Ritz 法による 3 次元弾性論に基づく直方弾

性体の自由振動解析では，各振幅変位が 1 変数関数の

3 重積で表されるため，多項式の次数を高めることに

より計算規模が拡大し，また，係数行列が悪条件にな

るなどの数値計算上の問題が生じる可能性がある． 

 本論文では，3 次元弾性論に基づく直方弾性体の固

有値解析への BF-spline Ritz 法の適用の可能性につい

て検討することを目的としている． 

 

2. BF-spline Ritz 法による固有値問題の定式化 

 幾何学的境界条件を自動的に満足する全体基底で

表される境界関数と局所基底で表される正規化され

たB-spline関数を組み合わせた局所的な許容関数を試

行関数に採用した Ritz 法である BF-spline Ritz 法を用

いて，直方弾性体の固有値問題を定式化する．図-1 に 

 

図-1 直方弾性体，座標系および振幅変位の定義 

 

表-1 種々の幾何学的境界条件に対応した境界関数 3) 
 ξ = 0, 1   η = 0, 1B. C.

Fu (ξ) Fv (ξ) Fw (ξ) Gu (η) Gv (η) Gw (η)
S-S 1 4(ξ –  ξ 2) 4(ξ –  ξ 2) 4(η –  η2) 1 4(η –  η2)
C-C 4(ξ –  ξ 2) 4(ξ –  ξ 2) 4(ξ –  ξ 2) 4(η –  η2) 4(η –  η2) 4(η –  η2)
C-F ξ ξ ξ η η η 
F-C 1 –  ξ 1 –  ξ 1 –  ξ 1 – η 1 – η 1 – η 
F-F 1 1 1 1 1 1 

 

示すような直方弾性体は，等質，等方性かつ微小変形

である 3 次元弾性論に従うものとし，その運動は調和

振動すると仮定する．定式化にあたり，次式で表され

る無次元座標系を導入する． 

 ξ (x) = x / a, η (y) = y / b, ζ (z) = z / h (1) 

 弾性体の振幅変位 U, V, W は，表-1 に示すような

境界関数 3) Fβ (∆), Gβ (∆); (β = u, v, w; ∆ = ξ, η) と正規

化されたB-spline関数を掛け合わせた区分的な許容関

数を仮定する．ただし，ζ 方向の相対する 2 面は，常

に自由面とするので，境界関数の表記は省略してある． 
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表-2 立方弾性体の振動数パラメータΩ に与える spline 次数と区分点の数の影響：h / a = 1, b / a = 1 
Modes (kξ – 1) × (kη – 1) × (kζ – 1) mξ × mη × mζ 1st 2nd 3rd 4th 5th 6th 

 5 × 5 × 5 0.6701 0.6701 0.9106 1.598 1.770 1.770 
 7 × 7 × 7 0.6689 0.6689 0.9088 1.597 1.768 1.768 

2 × 2 × 2 9 × 9 × 9 0.6684 0.6684 0.9083 1.597 1.767 1.767 
 11 × 11 × 11 0.6681 0.6681 0.9081 1.596 1.767 1.767 
 13 × 13 × 13 0.6680 0.6680 0.9080 1.596 1.767 1.767 
 5 × 5 × 5 0.6687 0.6687 0.9085 1.597 1.767 1.767 
 7 × 7 × 7 0.6681 0.6681 0.9081 1.596 1.767 1.767 

3 × 3 × 3 9 × 9 × 9 0.6679 0.6679 0.9079 1.596 1.767 1.767 
 11 × 11 × 11 0.6678 0.6678 0.9079 1.596 1.767 1.767 
 13 × 13 × 13 0.6677 0.6677 0.9078 1.596 1.767 1.767 
 5 × 5 × 5 0.6682 0.6682 0.9081 1.596 1.767 1.767 

4 × 4 × 4 7 × 7 × 7 0.6679 0.6679 0.9079 1.596 1.767 1.767 
 9 × 9 × 9 0.6677 0.6677 0.9079 1.596 1.767 1.767 
 11 × 11 × 11 0.6676 0.6676 0.9078 1.596 1.767 1.767 

 Leissa and Zhang1) 0.6709 0.6709 0.9093 1.600 1.770 1.770 
 Lim2) 0.6680 0.6688 0.9082 1.597 1.767 1.767 

 

ここで，Amnr, Bmnr, Cmnrは未定係数，iξ = mξ + kξ – 2, iη = 

mη + kη – 2および iζ = mζ + kζ – 2である．ただし，mξ, mη, 

mζ および kξ, kη, kζ は，それぞれξ, η および ζ 方向

に設けた区分点の数および spline 階数である． 

 直方弾性体の全ポテンシャルエネルギーΠは，次式

で与えられる． 

maxmax TU −=Π  (3) 

ここで，Umaxは弾性体の最大ひずみエネルギーであり，

Tmaxは最大運動エネルギーである． 

 したがって，式(2)を式(3)に代入し，このΠを未定係

数で極値化すれば，次式の代数方程式が得られる． 

}0{}]){M[]K[( 2 =∆Ω−  (4) 

ここで，Ω = ω a (ρ / E)1/2は振動数パラメータである． 

 

3. 数値計算例および考察 

 ここでは，3 次元弾性論に基づく直方弾性体の固有

値解析への BF-spline Ritz 法の適用の可能性について

検討するために，本解析法の解の収束性と精度比較に

ついて示す．なお，数値計算例では，検討例の少ない

片持弾性体を取り扱い，ポアソン比ν = 0.3 を用いる． 

 表-2 には，立方弾性体 (厚肉比 h / a = 1，辺長比 b / 

a = 1) の基本振動から 6 次の振動数パラメータΩ の

収束性に与える spline 次数 (kξ – 1) × (kη – 1) × (kζ – 1) 

と区分点の mξ × mη × mζ の影響と精度比較が示して

ある．ここで，spline 次数は 2 × 2 × 2 から 4 × 4 × 4 ま

で変化させ，区分点の数は単調に 5 × 5 × 5から 13 × 13 

× 13 まで変化させている．また，解の比較のために，

Leissa・Zhang1) と Lim2) の Ritz 法による数値解も示し

てある．これより，基本振動から 6 次の振動数パラメ

ータΩ の値は，spline 次数に関わらず，区分点の数の

増大にともない，一定値への安定した収束状態が示さ

れており，また，spline 次数を 3 次以上に設定すれば，

解の収束が早まり，mξ × mη × mζ = 7 × 7 × 7 と比較的

粗い区分点の数で，解のほぼ収束した値が得られ，そ

の収束値は，他の数値解 1, 2) と比較してやや小さめの

値で良く一致しており，精度の良い上界の結果が得ら

れていると判断できよう． 

 

4. まとめ 

 本論文では，直方弾性体の固有値解析への BF-spline 

Ritz 法の適用の可能性について検討を行なった．本解

析法の収束状態は極めて良好であり，解は精度の良い

上界の値が得られるため，本解析法は，直方弾性体の

固有値解析に十分適用可能であると判断できる．今後，

固有振動モード (振幅変位モードや応力モード) の解

析精度についても検討し，さらに，3 次元弾性論に基

づく平板，角柱や円筒体の自由振動解析への適用につ

いて検討して行く予定である． 
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