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1 はじめに
本論文では, 2次元粘弾性波動問題において, 演算子積

分法を用いた時間域境界要素法への高速多重極法の適用を

目的とする。演算子積分法は, 時間域問題で課題とされて
いる解の安定性を向上させることができる。さらに高速多

重極法は, 計算の高速化を可能にする。スカラー波動問題
および, 周波数領域における弾性問題への適用については,
すでに検討されてきた。ここでは, 時間域における 2次元
粘弾性波動問題への, 演算子積分法, 高速多重極法の適用
を試みる。

2 演算子積分法を利用した時間域境界要素法

2.1 粘弾性波動問題

等方均質な線型粘弾性体を仮定すると, 物体力が作用し
ない場合の初期値境界値問題は,ui, ρ をそれぞれ変位, 密
度とすると

µ ∗ u̇i,jj + (λ + µ) ∗ u̇j,ji = ρüi in B (1)

ui = u0
i , u̇i = v0

i in B

ui = ūi on ∂B1, njσji = T n
ijuj = t̄i on ∂B2 (2)

と書ける。ここに, λ(t), µ(t)はそれぞれ λ(t) = 0, µ(t) =
0,−∞ < t < 0 を満足する緩和関数である。 ˙( )は時間微
分を表し, T は表面力作用素を表す。また, 境界応力ベク
トルを与える応力 σij は

σij = λ ∗ u̇k,kδij + µ ∗ (u̇ij + u̇ji) (3)

で与えられる。

ここで, Laplace変換を考えると 式 (1)は

µ∗ûi,jj + (λ∗ + µ∗) ûj,ji = ρs2ûi (4)

となる。 ˆ( )は Laplace変換を表す。ここに 複素弾性係数
λ∗(s), µ∗(s) は λ(t), µ(t) の Laplce変換を用いて

λ∗(s) = sλ̂(s), µ∗(s) = sµ̂(s) (5)

で与えられる。またこれに対応して複素位相速度を

cL(s) =

√
λ∗ + 2µ∗

ρ
, cT (s) =

√
µ∗

ρ
(6)

で表す。

式 (4)から分かるように粘弾性問題も弾性問題と同じ形
で書くことができ, その扱いも同様にできる。
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2.2 演算子積分法を利用した境界積分方程式

演算子積分法を利用するために, 空間領域の近似基底ΦI

を導入し,演算子積分法による近似表現を用いることで

Cij(x)
N∑

I=1

ΦI(x)uj,I(n∆t) = ũi(x, t)

+
N∑

I=1

n−1∑
k=0

[An−k
ij,I (x)tj,I(k∆t)−Bn−k

ij,I (x)uj,I(k∆t)] (7)

となる。ここに, 影響関数 Am
ij,I , Bm

ij,I は

Am
ij,I(x)=

r−m

L

L−1∑
l=0

∫
∂B

Ĝij(x; y, sl)ΦI(y)e−2πiml/LdSy (8)

Bm
ij,I(x)=

r−m

L

L−1∑
l=0

∫
∂B

Ŝij(x; y, sl)ΦI(y)e−2πiml/LdSy (9)

となる。ここに, sl = δ(ζl)/∆t である。また rは, 誤差を
εとして, rL =

√
εの関係を条件として決定する。Laplace

変換解 Ĝ, Ŝ は, それぞれ次のように与えられる。

Ĝij(x; y, s) =
1

2πµ∗
{
K0 (κT |x − y|) δij

− 1
κ2

T

[K0 (κT |x − y|) −K0 (κL|x − y|)],ij
}

(10)

Ŝij(x; y, s) = T n
jkĜki(y; x, s) (11)

ここに, κL = s/cL, κT = s/cT とする。また, Kn は第 2
種変形 Bessel関数である。

3 高速多重極境界要素法
3.1 高速多重極法
高速多重極法は, N個の点による相互作用を O(N)の計

算量で実行することができる。近似境界積分方程式 (7)の
右辺の積分

∑N
I=1 A

m
ij,I(xj)tj,I(k∆t)にこの方法を用いる

と,効率よく計算することができる。そのためには,動弾性
場における多重極展開の表現, 変換の関係が必要となる。

3.2 多重極展開
変形 Bessel関数に対する Grafの加法定理は

Km

(√
z2 + ζ2 − 2zζ cosα

)
=

e−imβ
∞∑

m=−∞
Km+n (z) In (ζ) einα |z| > |ζ| (12)

となる。ここに, In は第一種変形 Bessel関数である。ま
た β は

ζ sinα =
√

z2 + ζ2 − 2zζ cosα sinβ

z − ζ cosα =
√

z2 + ζ2 − 2zζ cosα cosβ
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図–1 多重極展開: 源点 y, 観測点 x, 多重極点 y0

により求められる。以下では, 変形 Bessel 関数の引数は
κ|x − y| であるので, z = κ|x|, ζ = κ|y| とおき, y0 に

関する極座標表現 x = (r, θ), y = (ρ, φ) を用いることで,
図–1のように表せる。よって, 式 (12) は

Km (κ|x − y|) =

e−imβ
∞∑

m=−∞
Km+n (κr) In (κρ) einα r > ρ (13)

と書くことができ, Helmholtz型方程式の基本解の多重極
展開は次のように表せる。

1
2π

K0 (κ|x− y|) =

1
2π

∞∑
n=−∞

[
In (κρ) e−inφ

]
Kn (κr) einθ (14)

3.3 基本解の多重極展開
まず, ベクトル場 ui の表現について示す。任意の変位

ベクトル場は, スカラーポテンシャル φ とベクトルポテン

シャル ψ によって

ui(x) = φ,i + e3ijψ,j (15)

と表わすことができる。

ここで, 縦波および横波の基本解

gL(r) =
1

2π
K0(κLr) , gT (r) =

1
2π

K0(κT r) (16)

を導入し, それによる変位場の表現を示す。集中荷重 Xj

が与えられたとき, 変位 uG
i は式 (10) の Ĝij を用いて

uG
i (x) = Ĝij(x; y)Xj

=
1

ρs2

[
((gL),kXk)i + e3ij (e3kl(gT ),lXk),j

]
(17)

と書くことができる。これは 式 (15)と同じ形であり, 第 1
項および第 2項は, 縦波成分と横波成分を表している。そ
れぞれの成分を φG(x)および ψG(x)とおき式 (14)より
多重極展開で表すと

φG(x)=
1

2π

∞∑
n=−∞

[
−Xk

∂

∂yk

(
In(κLρ) e−inφ

)]
Kn (κLr) einθ

ψG(x)=
1

2π

∞∑
n=−∞

[
−e3klXk

∂

∂yl

(
In(κT ρ) e−inφ

)]
Kn (κT r) einθ

となり, 多重極モーメントは

MG
n = −Xk

∂

∂yk

(
In (κLρ) e−inφ

)
(18)

NG
n = −e3klXk

∂

∂yl

(
In (κTρ) e−inφ

)
(19)

となる。

第二基本特異解についても同様に考えると, 変位場 uS
i

は式 (11) の Ŝij を用いて

uS
i (x) = Ŝij(x; y)Uj

= − (Vjk(gL),jk),i − e3im [e3knVjk(gT ),nj ],m (20)

となり, (15) の形で表すことができる。ここに,

Vjk =
1

ρs2
(λδjknmUm + G(nkUj + njUk)) (21)

である。また, 多重極モーメントは以下のようになる。

MS
n = Vjk

∂2

∂yj∂yk

(
In (κLρ) e−inφ

)
(22)

NS
n = e3knVjk

∂2

∂yn∂yj

(
In (κTρ) e−inφ

)
(23)

3.4 展開係数の変換
高速多重極法を用いる上で必要となる, 多重極点の移動

による関係式をまとめておく。多重極点の移動 M2M は,
局所展開点への移動 M2L, 局所展開点の移動 L2Lは

M ′
n =

∞∑
m=−∞

MmIn−m (κLρ) e−i(n−m)φ (24)

Ln =
1

2π

∞∑
m=−∞

(−1)mMmKn+m (κLρ) ei(n+m)φ (25)

L′
n =

∞∑
m=−∞

(−1)n−mLmIn−m (κLρ) ei(n−m)φ (26)

と書ける。この関係は Nn, ψ の場合も同様である。

3.5 高速多重極アルゴリズム
高速多重極法は,階層構造を導入することで,多くの要素

からの影響をそれと等価な多重極点で置き換え, 計算を高
速化する方法である。ここでは, 4分木構造を用いた。そ
の過程で, 式 (24), (25), (26)などを用い係数を決定し,多
くの影響を一括して計算することができる。

4 おわりに
2次元粘弾性波動問題における境界要素法解析への, 演

算子積分法, 高速多重極法の適用を示した。粘弾性波動問
題においても弾性波動問題とほぼ同様に扱うことができ

た。解析結果は当日報告する。
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