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１．目的  

 著者らは，ハイブリッド型の仮想仕事の原理[1]を基礎にペナルティ法の概念を応用したハイブリッド型ペナルテ

ィ法(HPM : Hybrid-type Penalty Method)と称する新しい離散化手法を提案した[2]．HPMでは，全体領域を部分領域

に分割し，それぞれの部分領域において独立に変位場が定義される．このとき，領域の節点は領域形状を認識する

ためだけに用いられ，FEMのように自由度は持たない．したがって，局所的に強い強非線形性が現れるような問題

の場合，要素の部分的な細分化を行うことでより精度の向上が図ることが可能である．本研究ではひずみエネルギ

ーを指標とした要素細分割法を紹介する． 

２．ハイブリッド型仮想仕事の原理 

 いま，図 1に示すように領域äが閉境界Ä(e) := @ä(e)で

囲まれたM個の部分領域ä(e) ö äから構成されている
ものとする． 

 
図 1 部分領域ä(e) 
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ä(e)ただしä(r) \ä(q) = 0 (r 6= q) (1) 

また，ä(e) := ä(e) [ @ä(e)をä(e)に境界を加えてできる閉
包とする． 

 

図 2 部分領域ä(a)とä(b)の共通の境界Ä<ab> 

ハイブリッド型の仮想仕事の原理では，図 2 に示す

ように，隣接する２つの部分領域ä(a)とä(b)の共通の境

界Ä<ab>，すなわち， 

Ä<ab>
def:
= Ä(a) \ Ä(b)   (2) 

において，付帯条件 eu(a) = eu(b) on Ä<ab>   (3) 

を Lagrangeの未定乗数ïを用いて， 

Hab
def:
= é

Z
Ä<ab>
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と表し，仮想仕事式に導入する[3]．ただし，eu(a)ならび
に eu(b)は，それぞれ，部分領域ä(a)とä(b)における境界
Ä<ab>上の変位を表している． 

いま，隣接する２つの部分領域境界辺の数をNとす

ると，ハイブリッド型の仮想仕事式は次のように表す

ことができる． 
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なお，Lagrangeの未定乗数ïは，次式のように，Ä<ab>上

の表面力を意味している[2]． 

ï= t(a)(eu(a)) = Ät(b)(eu(b))  (6) 

ここで，t(a)とt(b)は，それぞれ，部分領域ä(a)とä(b)に

おける境界Ä<ab>上の表面力である． 

３．ひずみエネルギーの算出
 

 せん断ひずみエネルギーは，部分領域のせん断ひず

みçxy，面積Aを用いて算出する． 

Shear Strain energy =
 
1

2
ç2xyA   (7)

 

全ひずみエネルギーは，部分領域の各応力値・ひず

み値および面積を用いて算出する． 

Total Strain energy = 
1

2
[õ]T ["]A   (8) 

それぞれのひずみエネルギーを用いて全部分領域内

で最も大きくなる部分領域を細分割する． 
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４．数値解析例  

 純せん断が作用する問題として，図 3 に示すような

正方形領域を考え，その側面に強制変位量を作用させ

た．また，初期の要素分割数は，8×8分割とした． 

 
図 3 解析モデル 

 前述したようにせん断ひずみエネルギーを指標とし

た要素の細分割を繰り返すことで，図 4 に示すように

対称性を保ちつつ，要素の細分割が行なわれているこ

とが分かる．また，図 5 に示すように，要素の細分割

を行なうことで，せん断ひずみの局所化が進行してい

ることも確認できる． 
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図 4 要素細分割の経過 
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図 5 最大せん断ひずみ 

続いて，V ノッチを有する鋼板の引張問題を紹介す

る．解析モデルを図 6に示す． 

 

図 6 解析モデル 

 図 7 に示すように，要素の細分割を行なうことで，

力が集中するノッチ先端より要素の細分化が行なわれ

ていることが分かる．また，図 8に示すように，VonMises

応力についてもノッチ先端に集中していることが確認

できる． 
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図 7 要素細分割の経過 
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図 8 VonMises 応力 

５．まとめ  

 HPMでは，要素を構成する節点が自由度を持たないことから，本論文で紹介したような要素の細分割が可能であ

る．また，本手法を用いてある程度要素分割を繰り返した後，非線形解析を行なえば，解析に費やされる時間を短

縮させることも可能であると思われる．今後は，要素細分割後のモデルを用いた非線形解析を行ない，既往の実験

との比較検証を行なう予定である．  
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