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１．はじめに  

本研究の目的は，工学や理学の分野で用いられ

ている偏微分方程式の数値計算手法として，新規

の直交選点有限要素法の応用性を確認することで

ある．ここでは，流体力学で知られている定常の

ナビエ・ストークスの方程式を直交選点有限要素

法によって定式化を行った． 

直交選点法は，1930 年代 Lanczos が選点法の選

点配置を直交多項式の根の値として選点位置を規

定したことにより，低次の解であっても直交選点

においてほぼ正解に近い値が得られることが分か

り，コンピュータの発達していなかったこの年代

の有力な数値計算手法として用いられていた．直

交選点法は，初期値問題として 1930～1960 年代

Clenshaw，Norton，Wright らによって用いられ，

その後 1960 年代 Villadsen，Stewart らによって

境界値問題に応用されるに至った． 

この数値計算手法において，低次から高次の直

交選点法を一領域に用いるだけでなく，多要素領

域の重ね合わせができる有限要素化を可能にし，

さらに任意の四角形要素でも有限要素化できる座

標変換マトリックスの定式化等を可能にした．

1930 年代の低次でも直交選点においてほぼ正解

が得られるという事実は，現在のコンピュータの

機能を考えれば，自動的に高次化できる直交選点

法と有限要素化の融合を可能にしたことを基に，

さらに発展できる可能性を持っている．また，他

の分野への応用例がほとんどなく，今後，他の分

野の方々と協力できることを願っている． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

２．直交選点法によるナビエ・ストークス方程式

の定式化 

 ２次元の無次元化ナビエ・ストークス方程式と

要素境界の条件はそれぞれ(1)(2)式によって表さ

れる．(1)(2)式を直交多項式で近似表現するため

に，u,v,p を(3)式のような多項式として仮定する

と，偏微分は(4)のように計算される．数値解とし

て多項式の係数ｄを求めることと各直交選点にお

ける u,v,p を求めることとは同等であることから，

(5)式のように偏微分を直交選点における u,v,p

によって表現できる．(ここでは u のみについて記

している) ここで、A、B、C は微分作用素行列と

なる． ( )
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 (5)式を用いて(1)(2)式を定式化すると(6)(7)

式のように表示される． 
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３．有限

 直交選

であり，

界条件を

を可能に

素境界上

選点があ

が満たさ

満足され

る．要素

重ねあわ

は条件が

を満足す

かってい

る必要性

 
4．計算

 図－1
選点配置

81個(9×
この数値

の多項式

×8)とな
式を解く

ソン法を

は Re=1
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図－1 水路モデルの要素選点配置
要素化 
点法は 1矩形領域について解析する手法
本研究ではこの矩形要素を(7)式の要素境
用いて多要素に重ね合わせる有限要素化

した．要素に配置される直交選点は，要

の外部選点と要素内部に配置される内部

る．外部選点上では，要素境界条件のみ

れており，ナビエ・ストークス方程式は

ておらず，内部選点のみで満足されてい

の重ねあわせで四隅の点では二つ以上の

せが生じ，要素 3，4 個の重ねあわせで
多くなるが，どれか一つの要素境界条件

ると全てが満足されることが経験的に分

る．しかし，このことは数学的に証明す

があると考えられる． 

結果 

，図－2は２次元水路モデルにおける要素
を示したものである．一要素の選点数は

9)で，内部選点数は 49個(7×7)である．
計算に用いた直交多項式はルジャンドル

であり，2 次元多項式の次数は 64 次(8
っている．計算では、非線形の連立方程

ことになり，ここではニュートン・ラフ

用いた．本研究で設定したレイノルズ数

000～5000000であり，いずれも相対誤差 

 
 
 
 
 
 
 
 
 図－4 流速分布図（無次元） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
1×10－
は，Re=
が出たた

 図－3
において

じる現象

と思われ

であり，

ので御教

あるいは

図－9 は
が，圧力

何らかの

に収束し
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