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1 はじめに

著者の一人は先に，領域積分方程式にFourier積分変換を
施す離散化手法を提示した 2)．Fourier積分変換された積分
方程式は，離散化によって，スパースな行列を生成するば

かりでなく，以下に示すようにGreen関数と散乱波のスペ
クトルを既知量として波動場の揺らぎのスペクトルを推定

することも可能になると考えられる．本論文では，Fourier
積分変換された領域積分方程式を出発点として媒質の揺ら

ぎのスペクトルの推定手法ならびに，そこから媒質の揺ら

ぎの空間特性を推定する手法を展開する．

2 領域積分方程式の Fourier積分変換
について

本論文では，図 1に示すように，平面波が媒質の揺らぎ
領域を通過する問題を扱う．ただし，媒質の揺らぎは未知

であり，そのかわりに散乱波は既知とする．この波動場は

次の領域積分方程式 1) で表現できる．

u(�x) = exp(−i�k · �x) −
∫
R3

g(�x, �y)q(�y)u(�y)d�y (1)

ここに，uは音響場の速度ポテンシャル，exp(−i�k · �x)は平
面入射波，q(�y)は媒質の揺らぎを記述する関数，�xは 3次元
ユークリッド空間のベクトル，�kは波数ベクトルを表わす．

また，�k · �xはベクトル �kと �xの内積である．また，g(�x, �y)
は Green関数であり，次式で与えられる．

g(�x, �y) =
exp(−ik|�x − �y|)

4π|�x − �y| (2)

式 (1)を散乱波

us(�x) = u(�x) − exp(−i�k · �x) (3)

に関するものに書き換えると，次のようになる．

us(�x) = f(�x) −
∫
R3

g(�x, �y)q(�y)us(�y)d�y (4)

ここに，

f(�x) = −
∫
R3

g(�x, �y)q(�y) exp(−i�k · �y)d�y (5)

である．
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図 1: 本論文で扱う問題

次に，式 (4)を Fourier変換を施し，媒質の揺らぎのスペ
クトルの方程式に変換する．ここで，Green関数の Fourier
変換について考える．Green関数の Fourier変換を

ĝ(�ξ, �y) =
(

1√
2π

)3∫
R3

g(�x, �y) exp(−i�ξ · �x)d�x (6)

で定義する．ここに，�ξは波数空間の座標であり，�ξ · �xは �ξ

と �xの内積である．このとき，Green関数の Fourier変換
は次のようになる．

ĝ(�ξ, �y) =
(

1√
2π

)3 exp(i�ξ · �y)
ξ2 − k2 + iε

(7)

ここに，ξ2 = |�ξ|2，εは無限小の正数，記号ˆは Fourier変
換を表わす．今後の展開を簡潔にするために，関数 ĥ(�ξ)を
次のように定義しておく．

ĥ(�ξ) =
1

ξ2 − k2 + iε
(8)

これにより，式 (4)の右辺第 1項は次のように変換される．

f̂(�ξ) = −ĥ(�ξ)q̂(�ξ + �k) (9)

また，式 (4)の右辺第 2項については，関数 w(�y)を

w(�y) = q(�y)us(�y) (10)

と定義することで，ĥ(�ξ)ŵ(�ξ)と表現できる．以上より，波
数領域での領域積分方程式は次のようになる 2)．

ûs(�ξ) = −ĥ(�ξ)q̂(�ξ + �k) − ĥ(�ξ)ŵ(�ξ) (11)

3 媒質の揺らぎの推定手法

式 (11)を，媒質の揺らぎを求める方程式に変換する．ま
ず式 (11)の両辺を，−ĥ(�ξ)で割ることにより，次式を得る．

F̂ (�ξ) = q̂(�ξ + �k) + ŵ(�ξ) (12)
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ここに，

F̂ (�ξ) = − ûs(�ξ)

ĥ(�ξ)
(13)

である．次に，式 (12)をHaar基底により離散化する．Haar
基底は Haarのスケーリング関数 3) より構成する．式 (12)
の各項を

F̂ (�ξ) =
∑
α

F̂αφα(�s) (14)

q̂(�ξ + �k) =
∑
α

Q̂αφα(�s) (15)

ŵ(�ξ) =
∑
α

ŵαφα(�s) (16)

と展開すれば，式 (12)は

F̂α = Q̂α + ŵα (17)

となる．ただし，φα(�s) は Haar基底であり，添え字 αは

Haar基底の番号を表わす．また，�sは �ξ = k�sで定義される

無次元化された波数空間の座標である．式 (17)は，散乱波
を既知としているので，散乱波をGreen関数で除して得ら
れる F̂αは既知量となることに注意する．

次に，式 (17)の右辺を媒質の揺らぎのスペクトルと関連
付けることを考える．このために，

q̂(�ξ) =
∑
α

q̂αφα(�s) (18)

と展開する．このとき

q̂(�ξ + �k) =
∑

α

q̂αφα(�s + �e) (19)

となる．ただし，�e = �k/k である．式 (15) で展開された
q̂(�ξ + �k)の展開と比較することで

Q̂α =
∑

β

Sαβ q̂β (20)

を得ることが分かる．ただし

Sαβ =
〈
φα(�s), φβ(�s + �e)

〉
(21)

であり，Sαβ に関する積分は，Fourier変換のユニタリ性を
用いれば，あまり困難なく実行できる．また，ŵαについて

は，論文 2) を参照することで

ŵα =
∑

β

∑
γ

Dαβγ q̂β ûγ (22)

と表わされることが分かる．散乱波成分が既知の場合は，γ

で縮約することで

ŵα =
∑

β

Lαβ q̂β (23)

とすることができる．従って，式 (12)は

F̂α =
∑

β

(
Sαβ + Lαβ

)
q̂β (24)

となり，散乱波から媒質の揺らぎのスペクトルを求めるた

めの連立一次方程式となる．媒質の揺らぎのスペクトルが

求められれば，式 (18)の Fourier逆変換を用いて

q(�x) = k3
∑
α

q̂αφ̆α(k�x) (25)

として，揺らぎの空間分布を求めることができる．

4 おわりに

本論文では，Fourier積分変換された領域積分方程式を用
いて媒質の揺らぎの推定手法を展開した．Fourier変換され
た領域積分方程式は，Green関数のスペクトル，媒質の揺
らぎのスペクトル，散乱波のスペクトルの相互の関係を明

らかにする．また，媒質の揺らぎの推定手法の展開の過程

では，二つの種類の行列 Sαβ および Lαβ が現れ，散乱波

と媒質の揺らぎが結び付けられた．これらの行列の成分は

Fourier変換のユニタリ性を用いることで比較的容易に算定
されると考えられる．展開手法の有効性を実証することが

今後の課題である．
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