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1 はじめに
領域積分方程式は，波動方程式の解と媒質の揺らぎを直

接結びつける数学的な利点を有している．しかし，スタン

ダードな離散化手法を積分方程式に適用すると，積分方程

式は大次元かつ密な行列に帰着される．そして，この問題

は，実用に向けての大きな障害になっている．こうした背

景の中で，著者の１人は，領域積分方程式に対してFourier
変換のユニタリ性と Haar基底を用いた離散化手法を展開
し，スパース行列を得る手法を展開してきた 1)．しかしな

がら，このスパース行列に対して内積形式のGauss法を適
用する限り，膨大な演算時間が要求される問題が残されて

きた．本論文は，このスパース行列の解法に反復解法 2),3)

を用い，その有効性について検討を行う．

2 解析手法の概要
本論文では，揺らぎを持つ不均質な音響波動場を扱う．

平面波が不均質領域で乱される状況を考えるとき，場の方

程式は次式となる．(
∇2 + k2 − q(�x)

)
u(�x) = 0, �x ∈ R

3 (1)

ここに，∇2はラプラシアン，kは媒質の波数，qは媒質の

空間変動を記する関数である．また，uは波動場の速度ポ

テンシャル，�x ∈ R
3 は 3次元空間の点である．この場の

方程式は，次の領域積分方程式 (Lippmann–Schwinger方
程式) に変換できる 4)．

u(�x) = f(�x) −
∫

R3
g(�x, �y)q(�y)u(�y)d�y (2)

ここに，f(�x)は均質場を伝播する平面波，g(�x, �y)はGreen
関数で時間因子 exp(−iωt)で外向波となるように定めれば
次式となる 5)．

g(�x, �y) =
exp(ik|�x − �y|)

4π|�x − �y| (3)

ただし，|�x− �y|は �xと �yとの距離である．式 (2)を散乱波
成分

v(�x) = u(�x) − f(�x) (4)

に関するものに置き換え，Fourier積分変換を実行すれば
次式を得る．
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図 1: 本論文で扱う問題

v̂(�ξ) = −ĥ(�ξ)q̂(�ξ − �k) − ĥ(�ξ)ŵ(�ξ) (5)

ただし，ŵは wの Fourier変換で，wは次式で示される．

w(�x) = q(�x)v(�x) (6)

また，式 (5)の ĥはGreen関数の Fourier 変換に関連して
現れる関数で次式で示される．

ĥ(�ξ) =
1

ξ2 − k2 − iε
(7)

ここに，ξ2 = |�ξ|2である．式 (5)と (6)はそれぞれ，波数
領域と空間領域の方程式であるが，比較的容易に連立させ

ることができる．そして，先の解析 1) と同様に，Haar基
底による積分方程式の離散化でスパース行列を得る．

3 スパースな大規模行列の解法
反復解法には，定常反復解法 2) と非定常反復解法 3) の

２つがある．定常反復解法は，以下の式で計算を行い，解

の近似値を求めている．

x(k) = Bx(k−1) + c (8)

ここで k は反復回数であり，B と cは反復回数 k に依存

しない行列とベクトルである．定常反復解法の主な例に，

Jacobi法，Gauss-seidel法，逐次的過剰緩和法 (SOR法)，
対称逐次的過剰緩和法 (SSOR法)などが挙げられる．
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これに対して，非定常反復解法は各反復ごとに変化する

情報を計算に取り込む特徴がある．近年では，この非定常

反復解法は，クリロフ部分空間反復解法として位置づけ

られ，アーノルディ原理とランチョス原理に大別される．

アーノルディ原理とは，正則なN×N行列Aと非ゼロベク

トル u1 からベクトル列 {u1, Au1, · · · , Am−1u1}を作り，
グラム-シュミットの直交化法を施すことで，部分空間の
正規直交系を生成するプロセスのことである．ランチョス

原理とは，正則な行列 Aをエルミート行列としてアーノ

ルディ原理と同様の操作を施したプロセスのことである．

今回は特に定常反復解法からGauss-seidel法，非定常反
復解法のランチョス原理からBi-CGSTAB法，Bi-CGSTAB2
法，アーノルディ原理からGCR法を取り上げ，反復解法
の適用可能性を検討する．

4 数値計算結果
積分方程式を離散化した行列の構造の一例を図 2 に示

す．この行列は，約 9万 ×9万のスパース率 2.3% のもの
である．この行列を，それぞれの反復解法で解いた際の反

復回数，経過時間を表 1にまとめる．また，図 3に，縦軸
に対数スケールで相対誤差ε，横軸に反復回数をとった収

束グラフを示す．ただし，ここでの相対誤差は，連立方程

式を Ax = bの近似解を x0 としたとき，

ε =
‖Ax0 − b‖

‖b‖ (9)

と定義している．図 3の凡例は上から，Gauss-seidel 法，
GCR法，Bi-CGSTAB法，Bi-CGSTAB2法となっている．
表 1および図3の結果から，どの反復解法においても，今回
の問題においては少ない反復回数，短い経過時間で解ける

ことが分かる．特に，今回の例題においてはGauss-seidel
の反復解法が最もよい収束性を得ている．

5 むすび
本論文では，領域積分方程式の離散化で得られるスパー

ス行列にいくつかの反復解法を適用し，それらの比較を

行った．ここで示した反復解法は，いずれも１０秒以内の

経過時間と数回の反復回数で解を得ることが分かった．同

様な規模の行列に対して，内積形式のGauss法を適用した
場合，経過時間は約 1時間 30分であり，反復解法は，連
立方程式に対する経過時間を激減させている．

しかし，波動場の媒質の揺らぎによっては行列のスペク

トル特性は変化し，これに応じて反復解法の性状も変化す

ることも予想できる．今後は，様々な揺らぎに対するテス

ト計算を通じて，反復解法への知見を拡大する必要がある．
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図 2: 離散化し得られる行列構造の 1例

表 1: 反復回数と経過時間の比較
解法 反復回数 経過時間

Gauss-seidel法 2回 6秒

GCR法 2回 7秒

Bi-CGSTAB法 2回 6秒

Bi-CGSTAB2法 2回 5秒
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図 3: Gauss-seidel 法，GCR 法，Bi-CGSTAB 法，Bi-
CGSTAB2法の収束グラフの比較
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