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1. はじめに
従来，有限要素法による固体解析では，物質の変形に追

従して要素形状が刻々と変化する Lagrange 型解法により
解析される．しかしながら，物体の変形が極めて大きい問

題では，計算要素が潰れ，計算が破綻するといったことが

度々生じる．それに対して，Euler型解法 1)
は，空間に固

定された観測点に注目するため，計算要素が歪むことがな

く任意の大変形の取扱いが可能となる．Euler型解法は，移
流スキームにMUSCL法，及び SUPG法を適用した構造格
子に基づく数値解析手法

2) ,3) が提案されているが，複雑形

状に対しては，非構造格子に基づく手法が有効であると考

えられる．

　そこで本論文では，Euler型解法を複雑形状へ適用するた
め，非構造格子である三角形要素を用いた固体の大変形解

析手法を構築する．なお，移流スキームには，SUPG法と
CIVA 法を採用した．数値解析例として，弾塑性材料の衝
突解析を取上げ，Lagrange型解法との比較のもとで本手法
の有効性を検討する．

2. Euler型解法
(1) 支配方程式

Euler記述による支配方程式は，次式で示される．

∂Φ
∂t

+ u · ∂Φ
∂x

= f (1)

ここで，式 (1)に対して，operator split 法を用いて次式の
ように分割する

1)
．

∂Φ
∂t

= f (2)

∂Φ∗

∂t
+ u · ∂Φ∗

∂x
= 0 (3)

式 (2) は，外力項を含んだ Lagrange ステップ, 式 (3) は，
移流項を含んだ Euler ステップにおける方程式である．こ
のとき式 (3)における ∗印は，Lagrangeステップ後の値を
意味し，式 (3) において，応力，ひずみ等の Lagrange ス
テップ後の解を固定の計算要素に投影させている．

(2) Lagrange ステップ
Lagrange ステップにおいては，通常の動的陽解法をその
まま用いる

4)
．空間方向に離散化された弾塑性体に対する

動的な平衡方程式は，次式で示される．

M u̇n + Fn
int = Fn

ext (4)

ここでM は，対角化された集中質量行列，Fint は内力ベク

トル，Fext は外力ベクトルを表わす．また上添字 nは，現

時刻ステップであることを意味する．

(3) Euler ステップ
自由境界面を表現するために，計算要素内の界面関数を

移流させる VOF(Volume of Fluid)法を適用する．
a) SUPG法
式（3）に対して SUPG 法に基づく安定化有限要素法を
適用すると，以下の弱形式が得られる．

∫

Ω

Φ∗(
∂Φ
∂t

+ u · ∇Φ)dΩ

+
nel∑
e=1

∫

Ωe

τφu · ∇Φ∗(
∂Φ
∂t

+ u · ∇Φ)dΩ = 0　 (5)

なお，安定化パラメータ τφ，及び要素サイズ he は，文献
5)
を参照されたい．式（5）に対して，空間方向に離散化を

施すと以下の有限要素方程式が導ける．

(M + Mδ)
∂Φ
∂t

+ (N(u) + Nδ(u))Φ = 0 (6)

ここでM, N は，係数行列であり，下添字 δは，SUPG項を
意味する．また時間方向の離散化には．Crank-Nicolson法
を適用し，連立 1次方程式の解法には Element-by-Element
Bi-CGSTAB法を用いた．
b) CIVA法
CIVA 法は，移流方程式の厳密解が式 (7) になることか
ら，面積座標を用いて，上流側の格子内に張った 3 次補間
曲面により解を求める手法である

6)
．上流側の要素に対す

る 3次補間曲面は，面積座標（L1, L2, L3）を用いて式 (8)
のように表現できる．

φn+1(x, t) = φn(x− u∆t, t−∆t) (7)

φ(L1, L2, L3) =
3∑

i=−1

αiLi + d

3∑

j,k=1j 6=k

βjk(L2
jLk + cL1L2L3)

(8)
ここで，d は，1 次補間と 3 次補間の調節パラメータで，
d = 0 のとき 1 次，d = 1 のとき 3 次補間となる．なお c

は，既往の研究で最適値として示された c = 1/2を用いた．
係数 α, β は，上流側の三角形要素のスカラー量 φとその空

間微係数により決定され，次式のようになる．

αi = φi (9)

βjk = φj − φk + (xk − xj)φx
j + (yk − yj)φ

y
j (10)

ここで，φx, φy は，スカラー量 φに関する x, y 方向の微係

数である．
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3. 数値解析例
(1) 解析条件

数値解析例として，弾塑性材料の衝突解析を取上げる．数

値解析モデルは，図－ 1に示すように鋼材に対して鉛直下向
きに初期速度 300(m/sec)与え，解析領域内において，材料
と空隙が混在しているものとする．また材料特性は，図－ 2
に示されるようにバイリニア硬化型の J2 流れ則を使用し，

ポアソン比は 0.28，密度は 1710(kg/m3)を仮定する．

図 – 1 数値解析モデル

0

図 – 2 材料特性

応力，相当塑性ひずみは三角形の重心点で与えられるの

に対し，移流方程式は節点で諸量を評価する．本論文では，

整合性を保つために Delauny分割を用いて，図－ 3のよう
に，三角形の重心点によって新たに要素分割を構築する．

図 – 3 有限要素分割及び，新たに構築した要素分割

(2) 解析結果

図－ 4に 80µ(sec)後の Lagrange解析，SUPG法，CIVA
法による変形形状，及び相当塑性ひずみ分布を示す．また，

図－ 5 に棒の先端変位の時刻暦を示し，表－ 1 は材料の
左隅 A における相当塑性歪み値であり，図－ 1 中の白抜
きされた二つの要素の平均を取ったものである．これらの

結果より SUPG法と CIVA法は，Lagrange解析と同等の
変形形状，及び相当塑性ひずみ分布を示していることが確

認できる．また，先端変位の時刻暦においては両手法とも

Lagrange解析値と比較して若干小さく評価されている．ま
た，左隅 Aにおける相当塑性ひずみ値は，CIVA法が三角
形，四角形要素の Lagrange解析値に近い値を示しているの
に対し，SUPG法は過大に評価される結果となった．

4. おわりに
本論文では，Euler型解法を複雑な形状モデルへ適用する
ため，三角形要素を用いた固体の大変形解析手法を構築し

た．数値解析例を通じて，本手法の有効性を検討し，以下

の結論を得た．

図 – 4 80µ(sec)後の変形形状及び，相当塑性ひずみ分布
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図 – 5 棒の先端変位の時刻暦

表 – 1 左隅 Aにおける相当塑性ひずみ値

Lagrange Lagrange SUPG法 CIVA法
解析 (四角形) 解析 (三角形) (三角形) (三角形)

1.56509 1.60390 1.74978 1.575355

• SUPG 法，CIVA 法の変形形状における顕著な差異
は，見られなかった．先端変位においては，両手法と

もに Lagrange 解析値に比べて若干小さく評価され
ることが確認された．

• 左隅 A における相当塑性ひずみ値は，SUPG 法が
Lagrange 解析値よりも過大な値を示したのに対し，
CIVA法は三角形，四角形要素それぞれの Lagrange
解析値に近い値を示した．これらの結果より，CIVA
法を用いた本手法の有効性が確認された．

今後の課題として，本手法の複雑形状を有する解析への

適用及び，更なる精度向上，三次元化などが挙げられる．
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