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1. まえがき 

 構造物の大型化，長大化にともない比較的シェル厚

の大きな円筒シェルや極厚円筒シェルが，トンネル，

サイロ，タンクや橋梁の橋脚などに採用されている．

したがって，このような構造要素の振動特性を把握す

ることが，設計上重要になっている． 

 厚肉円筒シェルの構造解析では，面外せん断変形，

回転慣性や厚さ方向の応力-ひずみ成分の影響が無視

できなくなるので，古典シェル理論の適用が困難にな

る．これまでにも，面外せん断変形や回転慣性の影響

を近似的に考慮した厚シェル理論が提案されている

が，シェル厚の増大にともない適用限界が生じてくる．

したがって，厚肉円筒シェルや極厚円筒シェルのより

正確な振動特性を把握するためには，3 次元弾性論に

基づかなければならない． 

 既往の研究では，古典シェル理論を採用した報告 1)

が多く，3 次元弾性論で理想化された任意の境界条件

を有する厚肉円筒シェルの振動解析に関する報告 2, 3)

は，非常に少ない．また，3 次元解析でしか考慮する

ことのできない厚さ方向の振動モードに関する報告

は，あまりなされていないように思われる． 

 本論文では，薄肉から厚肉円筒シェルの統一的な 3

次元解析が行なえるB-spline円筒リング法を提案する．

本手法を厚肉円筒シェルの自由振動解析に適用し，解

の収束性や精度比較について検討を行い，本手法の適

用性を明らかにすることを目的としている． 

2. 式の定式化 

 3 次元弾性論とポテンシャルエネルギー最小の原理

を用いて，B-spline 円筒リング要素を定式化する．

B-spline 円筒リング法は，円周方向の変位を Fourier

展開し，軸および半径方向の変位には B-spline 関数を

採用し，固有関数の直交性を利用して 3 次元問題を 2

次元問題に変換した半数値解析法である． 

 図-1には,厚肉円筒シェルのモデル図が示してある． 
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図-1 厚肉円筒シェルと無次元円筒座標系 

 定式化にあたり,次式で表される無次元円筒座標系

を用いる. 
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ここで，h=Ri (δ+1)，δ = Ro / Ri ，R= Ri (δ+1)/2 であり，

h はシェル厚，L はシェル長さ，R は中央面までの半

径，Roと Riはそれぞれ内径および外径である． 

 円筒リング要素で仮定されるξ, η, ζ方向の変位関数

U, V, W は，次式で表される． 
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ここで，n は円周方向の波数，ix=k-1+Mx，ir=k-1+Mr

であり，Aml, Bml, Cml は未定係数である．Nm,k(ξ) と

Nl,k(ζ) は正規化された B-spline 関数であり，k-1 は

spline 次数，Mx と Mr は，それぞれξ, ζ方向の要素分

割数である． 

 厚肉円筒シェルの全ポテンシャルエネルギーΠは，

次式で表される． 
  (3) TUU bp −+=∏

ここで，Up はひずみエネルギー，仮想バネ 4)による

エネルギーであり，T は運動エネルギーUb はである． 

 式(3)に式(2)を代入し，ポテンシャルエネルギー最

小の原理と固有関数の直交性を用いれば，次式の線形 
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代数方程式が得られる． 
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ここで，ω は円振動数[rad/sec]，剛性および質量マト

リックスの大きさは，3(k-1+Mx)(k-1+Mr)で表される． 

3. 数値計算例および考察 

 ここでは，本手法の有用性を検討するために，無次

元振動数パラメータ ERn /)1(* 2 ρυω −= の収束性や

解析精度について検討する．また，固有モードの精度

についても示す．境界条件は，C-S のように表し，そ

れぞれ，ξ 軸に垂直な 2 つの境界面(ξ=0, 1)で，固定(C)
および単純支持(S)である．さらに，振動モードは，(m, 
n, l)のように表し，m, n は，それぞれξ, η方向の波数を，

l は，厚さ方向のモード次数を表す． 
 図-2 には，C-C を有する円筒シェルの n*に与える

spline 次数 k-1 と要素等分割 Mx=Mrの影響が示してあ

る．ここで，k-1 は 3 次と 4 次を採用し，Mx = Mrを 2

から 22 まで変化させている．これより，本手法は，

幾何パラメータ h/R および L/R の値に関わらず，要素

分割数を増大させれば，n*の一様な収束状態を示して

いる．また，高次要素を用いれば，10 分割程度で収

束値が得られている． 

 以後の計算例では，k-1 = 4，Mx = Mr =12 を用いる． 

 表-1 には，S-S および C-C を有する円筒シェルの

n*の精度比較が示してある．比較のために，弾性論に

基づく Armenakas ら 2)の解析解，Loy ら 3)の数値解お

よび Love の理論に基づく Lam ら 1)の数値解も示して

ある．これより，本手法で求めた S-S の n*は，

Armenakasらの解析解とよく一致した結果が示されて

いる．一方，C-C では，Loy らの数値解よりやや小さ

めな値が得られている．Loy らの数値解は，S-S で解

析解と比較してやや大きめな値を示しているため，剛

性を過大評価していると思われる．さらに，薄肉円筒

シェルの n*は，境界条件に関わらず Lam らの数値解

とよく一致している． 

 図-3 には，固有モードの精度比較が示してある．

採用した固有モードは，m = n = 1 での低次振動(1,1,1)

および比較的高次の(1,1,5)であり，ξ = η = 0.5 での厚

さ方向の W のモード形状が示してある．比較は，弾

性論に基づく Armenakas ら 2)の解析解と行なった．こ

れより，モード次数に関わらず，解析解と一致した結

果が得られている．また，割愛したが，U および V も

一致した結果が得られることを確認している． 
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図-2 n*に与える spline 次数と要素等分割の影響：C-C, υ=0.3 

表-1 円筒シェルの n*の精度比較：k-1=4, 12×12, υ=0.3 

B.C. h /R L /R Methods
(0,1,1) (1,1,1) (1,2,1)

0.092930 0.016101 0.005454
Ritz1) 0.092930 0.016101 0.005453

(1,1,1) (1,2,1) (1,3,1)
0.99470 0.92110 1.00194

Analytical2) 0.99470 0.92110 1.00194
FLM3) 0.99477 0.92122 1.00213

(1,1,1) (1,2,1) (1,3,1)
0.03361 0.01189 0.007233

Ritz 0.03440 0.01203 0.007222
(0,1,1) (1,1,1) (1,2,1)

0.92930 0.64539 0.53890
FLM 1.03567 0.69319 0.56971
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図-3 固有モードの精度比較：S-S, h/R=1.0, L/R=1.0, υ=0.3 

4. まとめ 

 本論文で得られた知見をまとめれば，以下の通りで

ある．1) 高次のリング要素を用いれば，少ない分割

数で n*の収束値が得られ，その収束値は解析解とよ

く一致している．2) 固有モードは，モード次数に関

わらず，解析解と一致した結果が得られる．3) 本手

法を用いれば，薄シェルから厚肉シェルまでの統一的

な解析が可能であり，部分支持や変厚シェルなどを容

易に取り扱うことができる． 
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