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１. はじめに  はり−柱理論では2次, 4次一定変断面

の座屈解等が示されているが 1)、汎用構造解析として

は軸力幾何剛性マトリックスの適用が有効であり、

以下では その展開を一様直線はりと同等に進める。 

２. 線形解 断面の横幅bは一定であるが、はり高が 
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で直線変化する２次元直線はり要素(e)を考える： 
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 変位補間形を得るために、先ず線形基礎式の解を

求める。煩雑な式展開をさける手順として、両端を

単純支持した上での ３自由度の変形と変形力： 
},,{},,{ )()( BABA MMHw ee =⇔= fϕϕε  (3) 

について展開する(Fig.1)。 
 曲げモーメントは線形分布にあり、曲げ剛性EI(x)
に対して、たわみvG(x)は 基準座標 ξ=x / l を用いて 
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にあり、２回積分した後、両端の適合条件 vG(0)=0 , 
vG(1)=0とθ(0)= ϕA, θ(1)=ϕB によって 

BBAAG ϕξϕξξ )()()(: vvv Γ+Γ=たわみ解   (4a) 
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)1log()2(2 ααα +++−=Cただし   (5) 

が得られ(たわみ角θ(ξ)=1/ l･dvG /dξ)、曲率 κ(ξ)より

MA= −EI0 κ(0) ,  MB=EI0 (1+α)3κ(1) が決まる。 
 軸力は H の一定値にあり、軸方向変位 uG(ξ)との 
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を積分して、伸び変形 w=uG(1) に対して得られる 
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は これまで用いられている。e. g. 2)

 以上の結果の変形力-変形間の剛性係数： 
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３. 軸力幾何剛性マトリックス あらかじめ比較的

大きい軸圧縮力P を受けている先行状態の上での、両

端 i , j の節点力と節点変位： 
{ } { } { } { }jiejiyxe vuMFF )(),,()(),,( )()( 〃〃 θ=⇔= uF  (8) 

間の線形剛性関係を考える。節点変位{u}(e)は 並進{ui 
, vi }と剛体回転 τ=( vj−vi ) / l の上での変形 
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として扱うものとし(Fig.2)、剛体変位後の軸線変位

を線形解(4), (6b)で補間する。 
 先行軸力−P に加えて生じる曲げモーメントMと

軸力増加 N に対して、先行状態の位置/形状を基準と

して全ポテンシャル･エネルギーは 
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にあり、増分量{F }(e)と{u }(e) の線形関係では、エネ

ルギー量は２次項までが含まれる。上式中のPは増分

量ではなく、関連項は次のように展開される： 
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での右辺第1, 2, 3項は、増分量 Nに関する定数, 1次, 2
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次項であり、第２項では N自身が２次式 
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で表される必要がある(第３項には N=EA(duG /dx) )。 
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において、uG(0)=ui , uG(l)=ujの初項は式(10)中で節点

力項の−Pui , Pujと相殺され、次項は、たわみvG(x) に

よるはり長さの縮小分∆との積−P∆ を表す。 
 変形での変位補間(4b)のたわみ角  θ(ξ)=ΓθA(ξ) ϕA 

+Γ θB(ξ) ϕB , ( ΓθA(ξ)=1/ l･dΓvA(ξ)/dξ, Γθ B(ξ)=1/ l･
dΓvB(ξ) /dξ )において、縮小分∆Dに関する積分結果は 
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となる。節点変位{u}(e)に対して、たわみ角は θ(ξ)= τ 

+ΓθA(ξ) ϕA+Γ θB(ξ) ϕBにあるが、ΓθA(ξ) , ΓθB(ξ)は単純支

持でのたわみ角分布形であって積分値∫0
1ΓθAdξ (= 

ΓvA(1) / l )=0, ∫0
1ΓθBdξ (= ΓvB(1) / l )=0より、∆中での τ

とϕA , ϕBの相乗項は消失して、式(9)のもとに 
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に展開される。式(10)の全ポテンシャルでのM, N の

２次項は、前節の線形解を変位補間としていること

より式(7)の変形力-変形間でのひずみエネルギーに

一致する関係にあり、Wの{u}(e)に関する停留条件よ

り決まる剛性マトリックスは、各成分展開は複雑で

あるが、一様断面などと同形式に得られる： 
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４ . 数値計算例 長さ10mの矩形等断面柱(b0=40, 
h0= 20cm, E=20600kN/cm2)を基準として、体積維持

のもとに自由端⇔固定端間の断面高さを{ hT , hB 

}=h0{1−γ, 1+γ}で変えたときの座屈荷重を、４要素

分割で固有値計算した。γ=0.4 程度で最大荷重値  

Pcr=1760kNとなり、それ以上の断面変化では座屈変

位が自由端側に集中して座屈荷重は減少している。 
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