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1. はじめに
工学的な流れや，自然界の流れの多くは乱流状態にある．

乱流の予測には，実験や観測が行われてきたが，近年計算

機の発達に伴い，乱流の予測に対して計算機による数値解

析が多く用いられるようになってきた．これまで，乱流の

数値解析手法には構造格子を前提とした差分法による方法

が多く用いられていた．しかし，これらの手法は任意形状

への適用が容易ではないため，非構造格子に基づく高精度

な乱流の数値解析手法の必要性が高まってきている．

そこで本論文は，任意形状に適した四面体要素に基づく安

定化有限要素法における LESの有効性を検証することを目
的とするものである．LES乱流モデルには，Smagorinsky
モデル

1)
，Mixed モデル2)

，Dynamic SGS モデル3)
，混

合時間スケールモデル
4)
を使用し，スペクトル法による

DNS5)
との比較のもとに検討を行った．

2. 支配方程式
非定常・非圧縮・粘性流体の流れは，非圧縮Navier-Stokes
方程式，連続式によって支配されている．これらに対して

フィルター操作を施すことにより LESの支配方程式が導出
される．LESの支配方程式は (1)，(2)式で与えられる．
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ここで，ui は i方向の流速の GS成分，fi は i方向の物体

力，ρは流体の密度である．P は総圧，Dij は変形速度テン

ソルであり，それぞれ (3)式で表される．
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ここで，pは圧力の GS成分，u′
i は i方向の流速の SGS成

分である．τij は SGS応力項であり，(4)式で表される．

τij = uiuj − uiuj ≡ Lij + Cij + Rij (4)

ここで，Lij，Cij，Rij はそれぞれ Leonard項，Cross項，
SGS Reynolds応力項とよばれている．
本論文で使用した乱流モデルを以下に示す．

まず，Smagorinskyモデル1)
（SM）における SGS応力

項は (5)式で与えられる．

τij = −2νeDij , νe =
(
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)2 ∣∣D
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ここで，Cs は Smagorinsky定数，νe は SGS渦粘性係数で
ある．∆，

∣∣D
∣∣は (6)式で与えられる．
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ここで，Ve は四面体要素の体積である．fs は Van Driest
関数であり (7)式で表される．
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, A+ = 25, y+ =

uτy

ν
(7)

ここで，y+ は壁座標，y は壁面からの距離，uτ は壁面摩擦

速度である．

次に，Mixedモデル2)
（MM）における SGS応力項は (8)

式で与えられる．
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∣∣ Dij (8)

ここで，f は二重フィルター操作値である．

次に，Dynamic SGSモデル3)
（DSM）における SGS応

力項は (9) ∼ (12)式で与えられる．
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ここで，∆̃ はテストフィルター幅，〈f〉 は f に対しての何

らかの平均化操作を表す．f̃ はテストフィルター操作値，α

はグリッドフィルター幅とテストフィルター幅の比であり，

α = 2が推奨されている．
次に，混合時間スケールモデル

4)
（MTSM）における SGS

応力項は (13)，(14)式で与えられる．

τij = −2νeDij , νe = CMTSkesTs (13)
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ここで，CMTS，CT はモデル定数でありそれぞれ 0.05，10
で与えられる．

ここで二重フィルター操作値，テストフィルター操作

値の求め方の説明をする．MM の二重フィルター操作値，
DSM，MTSMのテストフィルター操作値はGaussianフィ
ルターを用いることにより，それぞれ (15)式で表される．
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図 – 1 解析領域

表 – 1 数値解析条件

初期条件 DNSデータベース
5)
に

乱数を付加した値
境界条件 x，z 方向：Periodical条件

y 方向：Non-slip条件
有限要素分割
(x × y × z) 32 × 40 × 32分割

有限要素分割幅数
(∆x+，∆y+，∆z+) 30，1 ∼ 14，15

Reynolds数 150

微小時間増分量 5.0 × 10−4

Smagorinsky定数 0.10

連立 1次方程式の解法 E-by-E Bi-CGSTAB2法
Multi-pass法（反復回数 3回）

ここで，DSM では α = 2，MTSM では α =
√

5 を採用
した．

本論文では (1)，(2) 式に SUPG/PSPG 法6)
に基づく安

定化有限要素法を適用し，P1/P1要素を用いて空間方向に
離散化し，有限要素方程式を得た．時間方向の離散化につ

いては，移流速度に 2次精度 Adams-Bashforth法，移流速
度以外の流速に Crank-Nicolson法（2次精度）を用い，圧
力項，SGS応力項，連続式を陰的に扱った．

3. 数値解析例
(1) 解析条件

数値解析例として，2δの流路幅を有する Channel流れ問
題を扱った．この解析例では，すべての物理量が無次元量

であるため，支配方程式を δ，uτ，ρで無次元化して数値解

析を行った．流れを保持するために f1 = 1.0を外力項とし
て与えた．解析領域を図－ 1に，数値解析条件を表－ 1に
示した．本論文では，大規模計算に対して有効な，領域分

割法に基づく並列計算法を採用した．領域分割数を 16，x

方向に 8 等分割，z 方向に 2 等分割とした．通信ライブラ
リーにはMPIを用いた．
計算は，表－ 1に示した初期条件で無次元時間 40まで計

算し，無次元時間 0 ∼ 40での平均流速，乱流強度を初期条
件としてさらに無次元時間で 40，計 80計算した．

(2) 解析結果

図－ 2，3に，無次元時間 40 ∼ 80における乱流モデルに
よる比較を示した．図－ 2は平均流速図を，図－ 3は乱流
強度図を示した．

図－ 2では，モデル間に大きな差異は見られなかったが，
ややMMが他のモデルに比べ精度が落ちる結果となった．
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図 – 2 平均流速図
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図 – 3 乱流強度図

図－ 3では，DSMが他のモデルに比べ主流方向の乱流強
度を過大評価する結果となった．

全てのモデルにおいて平均流速，主流方向の乱流強度を

過大評価し，主流方向以外の乱流強度を過小評価した原因

は，格子解像度の不足に起因すると考えられる．

本論文で使用した乱流モデルの中では複雑形状への適用

性を考えると，壁関数を用いていない点と SM 程度の精度
を有する点からMTSMが最も優れていると考えられる．

4. おわりに
本論文は，任意形状に適した四面体要素に基づく安定化

有限要素法における LESの有効性を検証することを目的と
し，乱流モデルの違いによる影響について，スペクトル法

による DNS5)
との比較のもとで検討を行った．その結果以

下の結論を得た．

• 平均流速については，モデル間に大きな差異は見ら
れなかった．

• 乱流強度については，DSM3)
が主流方向の乱流強度

を過大評価した．

• 本論文で使用した乱流モデルの中では複雑形状への
適用性を考えると，MTSM4)

が最も優れていると考

えられる．

今後の課題として，複雑形状への拡張を行うとともに，高

Reynolds数での数値解析を行うことが挙げられる．
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