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1. はじめに
本研究は，従来ほどんど検討されてこなかった有限要素

法による LES乱流モデルの精度検証を行うものである．基
礎方程式は非圧縮 Navier-Stokes 方程式及び連続式を，乱
流モデルには LESに基づく Smagorinskyモデルを用いた．
離散化には SUPG/PSPG 法に基づく安定化有限要素法を
適用した．数値解析例にはチャンネル流れ問題を取り上げ，

既存の参照解との比較により，本手法の妥当性及び精度の

検証を行った．

2. 支配方程式
適当なフィルター関数によりフィルタリングされた非

圧縮流体の連続式及び Navier-Stokes の運動方程式は総和
規約表示で以下の通り与えられる．両式とも壁面摩擦速度

uτ，代表長さ δ，流体密度 ρ により無次元化されている．

上付き文字 ‘ ’ はフィルタリングされている物理量を表す．
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ここで，ui は流速，fi は物体力, Reτ は Reynolds 数，P

は総圧をそれぞれ表す．また νSGS は SGS渦動粘性係数で
あり，Smagorinsky1)モデルを用いて

νSGS = (Csfs∆)2
√

2DijDij (4)

と表される．ここで，Cs は Smagorinsky 定数である．ま
た，∆ はフィルター幅であり，本研究ではこれを四面体要

素の体積の 3乗根と定義する．また，fs は van Driestの壁
面減衰関数であり，以下の通り定義される．

fs = 1− exp
(−y+
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ν
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√
τw

ρ
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ここで，y は壁面からの距離，y+ は壁座標，ν は動粘性係

数，τw は壁面せん断応力をそれぞれ表す．また A+ は定数

であり，通例 A+ = 25 が与えられる．

3. 数値解析手法
空間方向の離散化には，SUPG/PSPG法2)に基づく安定

化有限要素法を適用した上で，P1/P1（流速・圧力 1次，四
面体）要素を用いた．時間方向の離散化として，移流項の

流速には 2 次精度 Adams-Bashforth 法，それ以外の流速
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図 – 1 解析領域

表 – 1 計算ケース

case Reτ
分割数 各方向分割幅

(x× y × z) ∆x+ ∆y+ ∆z+

A 32× 40× 32 30 1～14 15
B 150 32× 64× 32 30 1～10 15
C 48× 64× 48 20 1～10 10
D

400
32× 64× 32 80 1～28 40

E 48× 64× 48 53 1～28 27

には Crank-Nicolson法（2次精度）を用いた（連続式及び
圧力は陰的扱い）．連立 1次方程式の解法には Element-by-
Element Bi-CGSTAB2 を用いた．

4. 数値解析例
(1) 計算条件
数値解析例として，流路幅 2δ をもつチャンネル流れ（平

行平板流れ）3) 解析を行った．解析領域は図– 1 に示す通

りである．y 方向に垂直な壁面には非滑り条件を課し，x, z

方向は周期的に取り扱った．また流れを保持するため，外

力として一定の圧力勾配 fi = (1, 0, 0) を与えた．初期条件
として，東京大学・笠木研究室所有の DNS データベース
4)から取得した値を，解析要素に合わせて線形補間し，そ

の値に対してデータベースの流速変動量に一定倍率 R 及び

−1～1 の乱数を掛けたものを加え，それを以て初期条件と
した．Smagorinsky定数，微小時間増分量は全ての計算に
共通して Cs = 0.1, ∆t = 5.0× 10−4 とした．

(2) 計算結果及び考察
a) 初期条件が解に及ぼす影響
まず，初期条件の乱れの大きさが解に及ぼす影響について

検証するため，R = 100%, 350%, 600%, 800% の 4 通りに
ついて計算を行った．計算に用いた要素分割及び Reynolds
数はいずれの計算も，表– 1における case A のものとした．
計算結果としてまず，各計算における主流方向の流

速分布を図– 2 に示す．初期条件の乱れが小さい R =
100%, 350% においては，流れが完全に層流化しており，
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図 – 2 流れ方向の流速分布（z = 1.6 δ における
x − y 平面）．いずれも t = 60 における
瞬間値である．
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図 – 3 Reτ = 150 の平均流速分布
（case A, B, C）
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図 – 4 Reτ = 150の乱流強度（case

A, B, C）
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図 – 5 Reτ = 400 の平均流速分布
（case D, E）
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図 – 6 Reτ = 400の乱流強度（case

D, E）

チャンネル中央部の流速が次第に増大する結果となった．

一方，乱れの大きい R = 600%, 800% においては乱流に遷
移していることが分かる．以上のことから，流れが層流と

乱流のどちらに遷移するかは，初期条件の乱れの大きさに

依存することが判明した．

b) 要素分割及び Reynolds数が解に及ぼす影響
計算は表– 1 に示す 5 通りを行った．それぞれのケース
において Reτ，要素分割を変えている．なお，倍率 R は全

てのケースについて 600% とした．
まず Reτ = 150 について考察する．case A, B, Cの主流
方向の平均流速分布及び乱流強度の分布をそれぞれ図– 3,
4 に示す．いずれのケースも粘性底層内 (y+ < 11.6) にお
いては平均流速分布，乱流強度とも DNSと良好な一致を示
している．これに対しチャンネル中央部の平均流速は DNS
と多少の誤差が見られる．case B の方が case A よりも y

方向に細かい要素分割を用いているにも関わらず，結果に

差違はほとんど見られない．乱流強度に関しても両者の差

異は微小である．これに対し，x, z 方向に細かい要素分割を

用いている case C は，case B よりも精度が上がっている．
以上より，本計算では y 方向よりも x, z 方向に対し分割を

細かくした方が，より解の精度が上がることが判明した．

Reτ = 400 に関しても同様の傾向が現れている．case D,
E の主流方向の平均流速分布及び乱流強度の分布をそれぞ
れ図– 5, 6 に示す．ただし，Reτ = 150 の場合と比べて
DNSとの誤差が大きいことが分かる．要素分割をより細か
くすれば精度が向上するものと予想されるが，LESの意義が

失われてしまう．その他に考えられる原因は Smagorinsky
モデルの精度である．これを検証するには同モデルに代え

て局所平衡仮定を用いていない Dynamic SGS モデルによ
る解と比較する必要があり，今後の課題としたい．

5. おわりに
本報告では，安定化有限要素法に基づく LES乱流解析手

法の構築及びその精度の検証をチャンネル乱流解析を通じ

て行った．その結果得た結論を以下に示す．

• 流れが層流と乱流のどちらに遷移するかは，初期条
件の乱れの大きさに影響される．

• 壁面垂直方向よりも，他の 2 方向に要素分割を細か
くした方が，解の精度向上を期待できる．

• いずれの解析でも，粘性底層内では DNSと良い一致
を示したものの，チャンネル中央部では誤差が見ら

れた．要素分割の不足及び Smagorinskyモデルの予
測精度に起因しているものと思われる．
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