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1. 序言
流れの有限要素解析における流出境界条件としては Neu-

mann型境界条件に Stress-free Conditionを用いる場合が
多い.しかし，この条件は熱を伴う場合においては，熱が境
界を横切って流出しないという断熱条件を表している.その
ため，流出境界付近に熱が滞留してしまい，不自然な流れ

が生じてしまう.
　そこで本論文では，熱対流解析において滑らかな流れの

流出を実現するため，安定化有限要素法に基づく定式化に

おいて，従来有限要素法解析で用いられてきた流出境界条

件と中山らによって提案された流出境界条件処理法
1)
の考

えを応用した流出境界条件との比較検討を行った.

2. 数値解析手法
(1) 基礎方程式

非圧縮性粘性流体を考え，Boussinesq近似を仮定する.そ
のとき無次元化された運動方程式，連続式，エネルギー方

程式はそれぞれ式 (1)，(2)，(3)で表される.
運動方程式；
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エネルギー方程式；
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uは流速，pは圧力，T は温度，Re (= UL/ν)，は Reynolds
数，Gr

(
= gβ (Tw − Tc)L3/ν2

)
はGrashof数，Pr (= ν/α)

は Prandtl数，Ra (= Pr ×Gr)は Rayleigh数をそれぞれ
表している.但し U は代表流速，Lは代表長さ，ν は動粘性

係数，g は重力加速度，αは温度伝導率，β は体膨張係数，

Tw は高温壁温度，Tc は低温壁温度，kは鉛直方向の単位ベ

クトルをそれぞれ表している.
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ここで，gi，hi はそれぞれ流速，トラクションの既知量，T̂

は壁面既知温度，S は壁面上の単位法線方向温度勾配，nj

は外向き単位法線ベクトルを示す.

(2) 流出境界条件処理

本論文では，境界積分項を未知量として扱う Free Out-
flow Boundary Condition(F.O.B.C) に線形移流型方程式
の Sommerfeld’s Radiation Condition(S.R.C)を組み込ん
だ境界条件を用いる.この方法は中山らによって提案された
流出境界条件処理法

1)
の考えを応用したものである.

　 F.O.B.Cを用いた境界積分項の定式化の際，x方向の単

位法線ベクトルのみを考慮するものとすると式 (5)，(7) よ

り，以下の式 (8)，(9)を得る．
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ここで，S.R.C(式 (10))により式 (11)を得る．

∂φ

∂t
+ Uc

∂φ

∂x
= 0 (10)

∂φ

∂x
= − 1

Uc

∂φ

∂t
(11)

これらの式 (11)を式 (8)，(9)に代入することにより以下の

式が得られる．また，Uc は伝播速度である.
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　基礎方程式 (1), (2), (3) の空間方向の離散化に対して

P1/P1(流速・圧力１次) 要素を用いた安定化有限要素法
(SUPG/PSPG 法 2) ) を適用する．一方，時間方向の離散
化には 2次精度である Crank-Nicolson法を用いている.な
お，連続式，圧力は陰的に取り扱っている.

3. 数値解析例
(1) 3次元立方 Cavity内自然対流問題

a) 解析条件

対象は非圧縮性粘性流体とし，解析領域，境界条件を

図－ 1 に示す. 解析条件は 30 × 30 × 30 の最小メッシュ
幅 1.12× 10−3 の不等分割メッシュ用い，Ra = 1.0× 107，

Pr = 0.71 とし，微少時間増分量は ∆t = 1.0 × 10−6 と

した.
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図 – 1 解析領域・境界条件
b) 解析結果

棚橋らの解析結果
3)
との定量的な比較を 表－ 1 に示す．

表－ 1中の Umax, Vmax はそれぞれ z = 0.5断面での Cav-
ityの中心軸 x = 0.5, y = 0.5における速度の最大値を，x, y

はそれぞれ速度の最大値の x, y の座標値を示す．Ra = 107

のような高 Rayleigh数でも棚橋らの解析結果3)
と良好な一

致を示すことが確認された．

表 – 1 Ra=107 における解析結果の比較

∆Lmin Umax Vmax

y x

本解析 1.12× 10−2 151.22 707.84

(30 × 30 × 30) 0.8854 0.0255

棚橋ら
3)

1.11× 10−2 154.53 709.77

(30 × 30 × 30) 0.8792 0.00239

(2) 3次元平行平板間熱対流解析

a) 解析条件

対象は非圧縮性粘性流体とし，解析領域，境界条件を

図－ 2に示し，z方向の側壁面に関しては周期境界条件を与

えている.解析条件は 40× 20× 10，最小メッシュ幅 0.05
の当分割メッシュを用い，各無次元数は Re = 10, Gr =
1.5 × 104，Pr = 0.667 とし，微小時間増分量は ∆t =
1.0 × 10−2 とした. 初期条件は，流速および圧力を全領域
で 0，温度は下部壁面を除き 0 とした. また，流入流速は
u = 4y(1 − y)，v = 0.0, w = 0.0 で与え，流入壁面温度は
T = 1.0 − y とした.なお，運動方程式，エネルギー方程式
共に本流出境界条件処理法を用いた場合の，流出境界上で

の節点の値と，解析領域を充分に長く取った場合の，同節点

の値を参照解とし比較を行う．なお，参照解における流出

境界条件は運動方程式に Stree-free Condition，エネルギー
方程式に断熱条件を与えている．また，伝播速度 Uc は流入

流速の平均値を与えることとした.
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図 – 2 解析領域・境界条件

b) 解析結果

図－ 3に t = 5.0における T=0.5までの温度分布を示す.
参照解の場合流出境界上で熱が滞留してしまい流出境界付

近で流れが不自然になっている．しかし，本流出境界条件

処理法の場合，流出境界付近では熱の滞留は見られず，自

然な流れとなっている．

　図－ 4は節点 (5.0,0.5,0.5)における温度と流速成分 v の

時間変化からも示したものである．図－ 4 より本手法と参

照解で多少の位相のずれと流速成分 v の過大評価はあるも

のの，自然な流れが表現されており本手法の有効性が示さ

れている.

図 – 3 t=5.0における T=0.5までの温度分布
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図 – 4 節点 (5.0,0.5,0.5)における温度と流速成分 v の時間変化

4. 結言
本報告では安定化有限要素法により，従来有限要素法解

析で用いられてきた流出境界条件処理法と本流出境界条件

処理法との比較検討を行い，以下の結論を得た.
• 3次元立方Cavity内自然対流問題により高Rayleigh
数においても精度良く安定した解析値が得られ，本

解析手法の有効性が確認できた．

• 本流出境界条件処理法を運動方程式，エネルギー方
程式に適用することで，滑らかな流れの流出を実現

することができた.
　今後の課題として，乱流モデルの導入，実地形での解析

などがあげられる.
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