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１．緒言 

構成要素間に薄く，せん断定数の小さい層(LS-type)，

もしくは大きい層(HS-type)を有する複合断面棒のサン

ブナンのねじり問題に対し，半逆解法を用いた解析が

なされてきている．Benveniste らは LS-type,HS-type の 3

層の同心円状の複合断面棒を取り上げ，中間層を界面

として近似的にねじりモーメント作用断面近傍での応

力，変位の擾乱を表す解を求めている．しかし，層数

が数十，数百に及ぶような同心円状の複合断面棒のサ

ンブナンのねじり問題の解析に関する文献はほとんど

見られない． 

そこで，本研究では Benveniste らの定式化に沿い，層

数が数十，数百あるような複合断面棒のねじりモーメ

ント作用断面近傍での応力，変位の擾乱を表す解を厳

密に求めるとともに，Benveniste らの取扱った 3 層問題

に本解析手法を用いた場合の数値例を示す． 

２．解析方法 

図-1 に示すように座標系は円柱座標系とし，座標系

原点を棒断面中心にとる．層数を N ，層番号を iとして

一番内側の層から 1=i , 2=i ,L , Ni = とする． 

まず，サンブナンのねじり問題においてしばしば用

いられる半逆解法によって，未知変位 )(i
ru , )(iuθ , )(i

zu のうち

半径方向変位 )(i
ru ，棒軸方向変位 )(i

zu を円形断面の形状特

性から次のように仮定する． 

.0)()( 　== i
z

i
r uu   ....................................................................(1) 

ここで，剛体回転 )(iuθ は角度θ に依存せず，r と zのみの

関数と考え，次式のように設定する． 

).,()()( zruu ii
θθ =   ...................................................................(2) 

物体力を無視した場合の釣合方程式は次式となる． 
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応力とひずみの関係は次式で与えられる． 

















=








−
+=

=








−
+=

=








−
+=

.,
21

2

,,
21

2

,,
21

2

)()()()()(

)()()()()(

)()()()()(

i
zri

i
zr

i

i

ii
zi

i
z

i
zi

i
z

i

i

ii
i

i

i
ri

i
r

i

i

ii
ri

i
r

GeG

GeG

GeG

γτ
ν

νεσ

γτ
ν

νεσ

γτ
ν

νεσ

θθθθ

θθ

　

　

　

............................... (4) 

ここに， 
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幾何学関係式は次式によって与えられる． 
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式(1),式(2)で予め設定した変位場を幾何学関係式(6)，

構成方程式(4)，および釣合方程式(3)に代入することに

より，同心円状の複合断面棒のサンブナンのねじり問

題における支配方程式が次のように得られる． 
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上式は変位の方程式（Navier の方程式）と呼ばれる． 
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図-1 解析モデル 
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式(7)に変数分離法を適用し，剛体回転 )(iuθ は z方向に指

数関数的に減少すると仮定する．すなわち，式(7)の解

を次のようにおく． 

).(),( )()( rVezru ikzi −=θ ..............................................................(8) 

式(8)を変位の方程式(7)に代入すると，次に示すベッセ

ル型の支配方程式となる． 
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Vdr ......................................(9) 

したがって，変位場 )(iuθ は，一番内部の層が原点を含

んでいることに注意して，ベッセル関数により次のよ

うに表される． 
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ここに， )(1 krJ , )(1 krY はそれぞれ 1 次の第 1 種，第 2 種

ベッセル関数， iPは積分定数，kは波数を示すパラメー

ターである．さらに，構成方程式(4)，幾何学関係式(6)

から得られる応力-変位関係式とベッセル関数の性質か

ら応力場が次式によって求められる． 
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ここに， )(2 krJ , )(2 krY はそれぞれ 2 次の第 1 種，第 2 種

ベッセル関数である． 

ところで，図-1 に示す棒の最も外側の表面は自由境

界であり，各層間の変位と応力は連続であるという条

件を設定すると，境界条件は次式で表される． 
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変位場(10)，応力場(11)を境界条件式(12)に代入するこ

とで，ベッセル関数の未定係数 iPに関する同次の連立一

次方程式をが得られ，それを満足する k , iPを求めるこ

とにより解析解が求められる． 

また，ベッセル関数が無限級数であるために境界条

件式(12)を満足する kの値は無限個存在し，それにとも

なって未定係数 iPもそれぞれの kに対して定められる．

したがって，最終的に変位場，応力場はすべての kにつ

いて重ね合わせた形で次のように得られる． 
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３．数値計算例 
Benveniste らの扱った LS-type の 3 層問題に本手法を

適用し，波数を表すパラメーター 1k と，中間層の層厚

とせん断定数から決まるパラメーター ξ との関係を図

-2 に示す． 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図-2 は本解析に用いたモデルにおいて最も内側の層

のせん断定数比 0.2311 == GGλ ,最も外側の層の半径比

5.1133 == rrα ,中間層の厚さ 001.0=t とした状態で，中間層

のせん断弾性定数 2G を変化させながらそのときの 1k の

変化を表したものである．この結果が Benveniste らの結

果と一致したことから， nk が精度よく求められている

ことが確認された． 

こうして求めた nk をもとに未定係数 )(n
iP を決定する

ことで容易に応力分布，変位分布を得ることができる. 

４．結言 

今回は層数を3層としてBenvenisteらの結果と比較す

ることにより，本解析法の妥当性を確認するにとどま

った．今後は，本来の目的に合わせて層数を数十，数

百とした場合で任意の層に弱層もしくは剛な層を含ん

でいる問題を取扱う． 

講演会では 3層のLS-typeの問題について本解析法を

適用した例をより詳細にわたって報告する． 
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