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1 はじめに

本研究は, Lubich[1]の離散作用素積分法 (Operational
Quadrature Method)による波動問題の時間領域境界要素
法への高速多重極法の適用を目的とする。

Lubichの離散作用素積分法とは，繰込み積分の近似値を
離散化繰込み積により計算し，一部の積分を差分解に置き

換えることによって，重みを決定する方法である。Volterra
型の積分方程式を効率よく，かつ安定に解析することがで

きる。この離散作用素積分法による波動問題の時間領域境

界要素法についてはすでに著者らによって報告され，2次
元波動問題において数値解析を行っている [2]。

ここでは,波動問題の離散作用素積分境界要素法について
述べ, この方法への高速多重極法の適用について紹介する。

2 離散作用素積分境界要素法

2.1 波動問題の時間領域境界要素法

時間領域における波動問題を考える。外部領域を B，境

界を ∂B とする。初期条件 u|t=0 = 0 , ∂u/∂t|t=0 = 0 を
仮定する。境界値問題は

∇2u =
1
c2
∂2u

∂t2
in B

u = û on ∂B1 (1)

∂u

∂n
= ŝ on ∂B2

となる。ここに，∇2 は Laplace 作用素，c は位相速度，
∂/∂n は外向き法線微分を表す。

この問題の解 u は，時間領域境界積分方程式

C(x)u(x, t) = ũ(x, t) +
∫

∂B

G(x; y, t) ∗ s(y, t) dSy

−
∫

∂B

S(x; y, t) ∗ u(y, t) dSy (2)

により表される。ここに，C は点 x の位置に依存するパ

ラメータで，G，S は基本特異解および第二基本特異解で

ある。ũ は入射波であり，初期条件を満足する。
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2.2 離散作用素積分法の適用

離散作用素積分法を時間領域境界積分方程式 (2)に適用
する。境界関数および離散化繰込み積を (2)に代入すれば

C(xi)
∑
m

φm(xi)um(n∆t)

=
∑

j

n−1∑
k=0

An−k
j (xi)sj(k∆t) −

∑
j

n−1∑
k=0

Bn−k
j (xi)uj(k∆t)

(3)

となる。ここに，影響関数 Am
j , Bm

j は

Am
j (x) =

ρ−m

L

L−1∑
l=0

∫
∂B

Ĝ(x; y, sl)φj(y)e−2πiml/L dSy(4)

Bm
j (x) =

ρ−m

L

L−1∑
l=0

∫
∂B

Ŝ(x; y, sl)φj(y)e−2πiml/L dSy(5)

である。ここに，sl = δ(ζl)/∆tとし, δ(ζ) =
∑∞

j=0 δjζ
j は

利用する差分法 (線形マルチステップ法)の生成多項式の
商である。また, ζl = ρe2πil/L である。Ĝ, Ŝ はそれぞれ，
基本特異解および第二基本特異解の Laplace変換で，次の
ように与えられる。

Ĝ(x; y, sl) =
1
2π
K0

(s
c
|x− y|

)
(6)

Ŝ(x; y, sl) =
∂Ĝ(x; y, sl)

∂ny

= − 1
2π
s

c

∂|x− y|
∂ny

K1

(s
c
|x− y|

)
(7)

ここに，Kn は第２種変形Bessel関数である。また，和の
計算は FFTを用いれば高速に計算することができる。
以上によって, 通常の離散化手法を用いる場合と同様に,

時間領域境界要素法を構成することができる。

3 高速多重極法の適用

3.1 基本特異解の多重極展開

基本特異解 (6)は, x − y0 の極座標を (ρ, θ), y − y0 の

極座標を (ρ, φ) とし, r > ρ のとき Grafの加法定理を用
いて展開すると

Ĝ(x; y, sl) =
1
2π

∞∑
n=−∞

Kn

(s
c
r
)
In

(s
c
ρ
)
ein(θ−φ) (8)
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ここに，In は第 1種変形 Bessel関数である。この式より，
多重極展開を

u(x) =
1
2π

∞∑
n=−∞

MnKn

(s
c
r
)
einθ (9)

で定義する。Mn は多重極モーメントで, (8)より基本特異
解 (6)の場合には

MG
n = In

(s
c
ρ
)
e−inφ (10)

となる。第 2基本特異解の多重極モーメントは (7)により，
MG

n の法線導関数をとれば

MS
n =

[
s

c
I ′n

(s
c
ρ
)
nρ − inIn( s

cρ)
ρ

nφ

]
e−inφ (11)

となる。ここに，(nρ，nφ) は単位法線ベクトル n の (ρ, φ)
座標成分である。

多重極展開 (9)の勾配の場は次のようになる。

∂u

∂r
=

s

2πc

∞∑
n=−∞

MnK
′
n

(s
c
r
)
einθ (12)

1
r

∂u

∂θ
=

i

2π

∞∑
n=−∞

nMnKn

(s
c
r
)
einθ (13)

3.2 影響関数の多重極展開

基本特異解の多重極展開を (4), (5)に代入すれば，影響
関数の多重極展開が得られる。

ここでは，境界を多角形で近似することとし，その上で

境界値を一定と仮定する。すなわち，一定要素を考える。

要素 Ej に対して，近似関数の基底は fi(Ej) = δij であ

る。いま，要素長を l, 要素の水平軸からの傾きを φ とす

る。要素の中点に多重極点 y0 をとると，影響関数 Ai の

多重極係数は，n > 0 のとき

MA
n =




0 n:奇数

2e−inφ

s/c

∫ sl
2c

0

In

(s
c
ρ
)
d

(s
c
ρ
)

n:偶数
(14)

となる。n < 0 の場合には，MA
n = −MA

|n| である。同様
に，影響関数 Bi についても，(nρ，nφ) = (0,±1) となる
ことに注意すれば，(5)から，n > 0 のとき

MB
n =




2ine−inφ

∫ l
2

0

In
(

s
cρ

)
ρ

dρ n:奇数

0 n:偶数

(15)

となる。n < 0 のときは，MB
n = −MB

|n| である。これらの
多重極係数は，いずれも変形Bessel関数の積分

∫
In(x) dx

で表されている。

3.3 展開係数の変換

多重極点の移動 多重極展開 (9)を，別の位置の多重極に
ついて再度展開しなおすことができる。新しい多重極点か

ら見た古い多重極点の位置を (ρ, φ) として，Grafの加法
定理を (9)に適用すれば，新しい係数 M̃n は，古い係数

Mn から

M̃n =
∞∑

m=−∞
MmIn−m

(s
c
ρ
)
e−i(n−m)φ (16)

により得られる。

局所展開 波動場 u(x) を点 x0 のまわりの局所展開

u(x) =
1
2π

∞∑
n=−∞

LnIn

(s
c
r
)
e−inφ (17)

として表すことにする。ここに，r = |x−x0| である。局
所展開表現の勾配の場は次のようになる。

∂u

∂r
=

s

2πc

∞∑
n=−∞

LnI
′
n

(s
c
r
)
e−inθ (18)

1
r

∂u

∂θ
= − i

2π

∞∑
n=−∞

nLnIn

(s
c
r
)
e−inθ (19)

局所展開点 x0 から見た多重極点 y0 の位置を (ρ, φ) と
して，多重極展開 (9) に Graf の加法定理を再度適用し，
In( s

cr)e
−inθ について整理すると，多重極展開係数Mn か

ら局所展開係数 Ln への変換関係

Ln =
∞∑

m=−∞
(−1)mMmKm+n

(s
c
ρ
)
ei(m+n)θ (20)

が得られる。

局所展開点の移動 局所展開の収束半径内に新しい展開点

を設け，新しい展開点から見た古い展開点の位置を (ρ, φ)
とする。Grafの加法定理を (17)に適用すれば，新しい展
開係数 L̃n と古い係数 Ln との変換関係は

L̃n =
∞∑

m=−∞
(−1)m−nLmIm−n

(s
c
ρ
)
e−i(m−n)θ (21)

となる。

以上の係数変換式 (16), (20), (21)において，多重極展
開を有限項 ±p で打ち切った場合には，無限和を有限和∑p

−p で置き換えて評価する。

4 おわりに

離散作用素積分境界要素法へ高速多重極法を適用するた

め，多重極展開を行った。これで，高速多重極法を用いた

数値解析を行う準備は整った。
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