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1 はじめに

本研究では、2次元直交異方性体の静弾性問題における
高速多重極境界要素法の定式化を行う。前提として、境界
要素法を用いて解析を行う場合、離散化によって導かれる
線形代数方程式の係数が密行列になることがあげられる。
これを直接的な解法で求める場合、記憶容量 ·計算量とも
に極めて大きなものになり、解析の実行を困難にしてしま
う。これを回避する方法として高速多重極法を境界要素法
に適用する。ここでは、異方性弾性問題の Airyの応力関
数について整理したものを、基本解の複素関数表現を与え
て、多重極展開および局所展開に関する関係式を導いた。
また求まったものより影響関数の多重極展開を導いた。

2 直交異方性弾性体の 2次元理論

(1) 基礎式

直交異方性弾性体の 2次元静的問題において、ひずみ–
変位関係は

εij =
1
2

(ui,j + uj,i) (1)

つり合い方程式は

σij,j + Xi = 0 (2)

ひずみ-応力関係は

εij = skl
ijσkl

(
s1111 s2211 0
s1122 s2222 0
0 0 s1212

)
(3)

となる。ここに、ui は変位、εij はひずみ、σij は応力、Xi

は物体力、skl
ij は弾性係数テンソルの逆である。

(2) Airyの応力関数の複素表現 [1]

本問題において、Airyの応力関数 ψ は方程式

S22
11

∂4ψ

∂z4
− 4S12

11

∂4ψ

∂z3∂z̄
+ 2(S11

11 + 2S12
12)

∂4ψ

∂z2∂z̄2

−4S11
12

∂4ψ

∂z∂z̄3
+ S11

22

∂4ψ

∂z̄4
= 0 (4)

を満足する。ここに、z = x1 + ix2 であり、Skl
ij は次で

与えられる。

S11
11 =

1
4
(
s1111 + s2222 + 4s1212 − 2s1122

)
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S22
11 = S11

22 =
1
4
(
s1111 + s2222 − 4s1212 − 2s1122

)
S12

11 = S11
12 =

1
4
(
s1111 − s2222

)
S12

12 =
1
4
(
s1111 + s2222 + 2s1122

)
方程式 (4)の一般解は、(4)の特性方程式の根のうちの 2
根 γ1、γ2 に対し、zα = z + γαz̄ (α = 1, 2)とすると、

ψ(z) = φ(z1) + φ̄(z̄1) + χ(z2) + χ̄(z̄2) (5)

で与えられる。ここに、φ、χ は任意の解析関数である。
特性根 γ1、γ2 は方程式

s2222α
4 − 2(s1122 + 2s1212)α2 + s1111 = 0 (6)

の 2根を α1、α2 とすると

γλ =
αλ − 1
αλ + 1

, αλ =
1 + γλ

1 − γλ
(λ = 1, 2) (7)

で与えられる。式 (5)を用いて、変位および応力は次の式
で与えられる。

D = u1 + iu2

= δ1φ
′(z1) + ρ1φ̄

′(z̄1) + δ2χ
′(z2) + ρ2χ̄

′(z̄2)

Φ = σ11 − σ22 + 2iσ12

= −4γ2
1φ

′′(z1) − 4φ̄′′(z̄1) − 4γ2
2χ

′′(z2) − 4χ̄′′(z̄2) (8)

Θ = σ11 + σ22

= 4γ1φ
′′(z1) + 4γ̄1φ̄

′′(z̄1) + 4γ2χ
′′(z2) + 4γ̄2χ̄

′′(z̄2)

ここに、δα、ρα は βλ = s1122 − s2222α
2
λ (λ = 1, 2) とすると

き、以下のように定義する。

δ1 = (1 + γ1)β2 − (1 − γ1)β1

δ2 = (1 + γ2)β1 − (1 − γ2)β2
(9)

ρ̄1 = (1 + γ1)β2 + (1 − γ1)β1

ρ̄2 = (1 + γ2)β1 + (1 − γ2)β2
(10)

3 境界要素法

(1) 境界積分方程式

この問題の解は、Somiglianaの公式

Cijuj(x) =
∫

∂B

Gij(x,y)T y
jkuk(y) dsy

−
∫

∂B

Sij(x,y)ui(y) dsy (11)
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において、点 x を境界に近づけた式を未知境界値につい
ての積分方程式として解くことにより得られる。ここに、
Cij は自由項、T n

ijuj = σij [uk]nj は境界応力である。ま
た、Gij、Sij はそれぞれ基本解および二重層核である。

(2) 基本解および二重層核

基本解および二重層核は、それぞれ、単位集中力 P に
よる変位および単位くい違い U による変位により与えら
れる。これらの複素関数表現は

φG(z1) =
Q

2π
z1 log z1, χG(z2) =

R

2π
z2 log z2 (12)

φS(z1) =
V

2π
log z1, χS(z2) =

W

2π
log z2 (13)

によって与えられる。ここに、係数 Q、R および V、W
は、それぞれ、P と U とにより次のように与えられる。

Q =
(1 + α1)

8(1 + γ1)(α2
1 − α2

2)s2222

(
ρ̄1P + δ1P̄

)

R =
−(1 + α2)

8(1 + γ2)(α2
1 − α2

2)s2222

(
ρ̄2P + δ2P̄

)

V =
(1 + α1)

8(1 + γ1)(α2
1 − α2

2)s2222
(n− γ1n̄)

(
U − γ1Ū

)

W =
−(1 + α2)

8(1 + γ2)(α2
1 − α2

2)s2222
(n− γ2n̄)

(
U − γ2Ū

)

4 高速多重極法

(1) 多重極展開 ·局所展開
基本解 (12)の多重極展開を考慮すると、複素ポテンシャ

ル φ、χ の多重極展開は

φ(z1) = M−1z1 log z1 −M0 log z1 +
∞∑

n=1

Mn

zn
1

+ C1

χ(z2) = N−1z2 log z2 −N0 log z2 +
∞∑

n=1

Nn

zn
2

+ C2

(14)

となる。C1、C2 は変位および応力に無関係な定数である。
局所展開を、ポテンシャル問題の場合と同様に、

φ(z1) =
∞∑

n=1

Knz
n
1 , χ(z2) =

∞∑
n=1

Lnz
n
2 (15)

とおくと、移動公式 M2M、M2L、L2L は多重極モーメン
ト Mn および局所展開係数 Kn について

M ′
−1 = M−1, M ′

0 = a1M−1 + M0

M ′
n =

an+1
1

n(n + 1)
M−1 +

an
1

n
M0 +

n∑
m=1

(
n− 1
m− 1

)
an−m
1 Mm

(16)

K1 = (log a1 + 1)M−1 − M0

a1
−

∞∑
m=1

mMm

am+1
1

Kn =
(−1)n

an
1

[
a1M−1

n(n− 1)
+
M0

n
+

∞∑
m=1

(
n + m− 1
m− 1

) Mm

am
1

]

(17)

K ′
n =

∞∑
m=n

(
m
n

)
am−n
1 Km (18)

となる。ここに、移動ベクトル a に対して a1 = a + γ1ā
と定義する。Nn、Ln についても a1 を a2 = a + γ2ā に
替えれば同じ関係式が得られる。

(2) 影響関数の多重極展開

境界を N分割の多角形で近似し、各要素の境界値が一
定の場合を考える。境界積分方程式は影響関数

Aij(x) =
∫

∂BE

Gij(x, y)dsy

Bij(x) =
∫

∂BE

Sij(x, y)dsy (19)

を用いることで式 (14)は

Cijuj(x) =
N∑

E=1

Aij(x)T y
jkuk −

N∑
E=1

Bij(x)ui (20)

と近似して表される。多重極展開式と式 (20) を用い、
aα(α = 1, 2) について積分することで、影響関数の多重
極表現を得る。ここで aαは係数であるMn, Nn 内にのみ
表れるので、係数を要素上で直接積分することで影響関数
の多重極係数がえられる。また線素を dsとすることで、多
重極係数 M̃n は

M̃n =
∫

∂BE

Mn(a1)dsy =
∫

∂BE

Mn(a1)
ds

da1
da1 (21)

によって求まる。要素が直線区間 [−ze, ze]であるとする
と、線素は

ds =
|ze|

ze + γ1z̄e
da1 (22)

となる。これを用いて、基本解の多重極係数について積分
を行うと以下のように求まる。

M̃−1 =
Q|ze|
π

, M̃0 = 0

M̃n =

{
Q|ze|(ze+γ1z̄e)n+1

πn(n+1)(n+2) (n :奇数)
0 (n :偶数)

(23)

ここで Ñnは a2に置き換えて同様に求めることができる。

5 おわりに

本研究では高速多重極境界要素法を構成するための準
備、定式化を行った。計算手順は等方性の場合 [2]と大差
はないものの、z の代わりに z1、z2 を使うことが異なっ
ている。これによって基本解の影響が大きな方向が 2つあ
ることになるため、それを配慮した計算が必要となる。
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