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1. まえがき

長支間場所打ちＰＣ床版を有する合理化橋梁にお

いて，施工時の温度応力が原因と考えられる床版の

ひび割れが報告されている．このため，鋼２主桁橋

や鋼・PRC混合橋などで有限要素法による温度応力

解析が盛んに実施されているが1)，これらの計算では

適当な境界条件を導入して，橋梁の部分構造がモデ

ル化されている．

著者らは，橋梁構造物の有限要素解析の効率化と

高精度化を目的として，ハイアラーキ有限要素法に

よる構造解析システムを構築している．このハイア

ラーキ要素は，変位の補間関数を高次化して精度を

改善する p法の一種であり，要素分割を最小に抑え

て，高精度の解が得られる特徴がある．これにより，

効率的に橋梁構造物の全体解析が可能となる．

本報告では，橋梁構造物の温度応力解析の前段階

として，円孔を有する円板の温度応力解析や平板の熱

曲げ解析で本要素の精度を検証した結果を報告する．

2. 熱荷重ベクトル

ハイアラーキ有限要素法による温度応力解析は，通

常の有限要素法と同様に定式化できる．ここでは，ソ

リッド要素と板曲げにMindlin理論を用いた平面シェ

ル要素の熱荷重ベクトルを示す．

(1) ソリッド要素

初期ひずみ ε0を考慮して，応力−ひずみ関係式は
次式で与えられる．

σ = D (ε − ε0) (1)

初期ひずみ ε0には，次の熱ひずみを用いる．

ε0 = {αT, αT, αT, 0, 0, 0 }T (2)

ここに，αは熱膨張係数で，T は温度である．

式 (1)を仮想仕事の原理に用いて，要素の剛性方程

式が得られる．

k d = p + pε0 (3)
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　式 (3)の右辺は荷重ベクトルを表し，熱荷重ベクト

ル pε0 は次式で与えられる．

pε0 =
∫

V
BT Dε0 dV =

∫
V

αET

1 − 2ν
{g1, g2, g3}T dV

(4)

ここに，Bはひずみマトリックス，Dは弾性マトリッ

クスで，gi (i=1,2,3)は形状関数ベクトル f を座標 x,

y, zで偏微分したベクトルである2)．

(2) 平面シェル要素

平面シェル要素では，板厚方向の温度差による温

度変化 T を用いる．

T (z) = T0 + z∆T

T0 = (Tu + Tl)/2, ∆T = (Tu − Tl)/t

}
(5)

ここに，tは板厚，zは板厚方向の座標，Tuと Tl は

板上面と下面の温度である．

式 (5)の T を用いて初期ひずみを次式で与える．

ε0 = {αT, αT, 0, 0, 0 }T (6)

式 (6)を式 (4)の第 2式に用いて，平面シェル要素

の熱荷重ベクトルは次式で与えられる．

pε0 = DT

∫
A

{
DpT0g1, DpT0g2, 0, −Db∆Tg2,

Db∆Tg1

}T
dA (7)

DT = α (1 + ν), Dp =
Et

1 − ν2
, Db =

Et3

12(1 − ν2)
(8)

3. 数値計算例

(1) 円孔を有する円板 a

r

x

y

b

図–1 円孔を有する円板

図−1 に示す円孔を有す

る円板の温度応力解析を行

って，平面応力状態での平

面シェル要素の解析精度を

調べる．計算モデルは内半

径 a=2，外半径 b=6で，材

料定数には次の値を用いる．

E = 1000, ν = 0.3, t = 1.0, α = 0.012
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表–1 円孔を有する円板のたわみと応力の誤差 (%)
M=N 　 ur (r=6) 　 σr (r=4) 　 σθ (r=2)

4 −2.7×10−3 4.5 1.5

6 −4.6×10−5 −4.6×10−1 1.8×10−1

8 −3.6×10−5 4.2×10−2 1.3×10−2

10 −4.8×10−5 −3.1×10−3 −8.0×10−3

解析解 3) 0.156000 2.75000 14.0000

表–2 単純支持板のたわみと応力の誤差 (%)

M=N
特異要素 非特異要素

w σx σx

4 2.4 −25.3 − 2.6

6 −5.2×10−2 7.1 − 3.2

8 1.1×10−3 −0.52 − 2.5

10 2.4×10−4 −0.17 − 1.9

解析解 5) −0.0957728 0.250000 0.250000

温度勾配は半径方向に直線分布するものとして，内

側を 10℃，外側を 30℃とする．要素分割は対称条

件を考慮して板の 1/4領域に 2要素を用いて，円周

は 4次式で近似する．表−1は，x軸上の変位と応力

の解析解3)に対する誤差を示したもので，変位の補間

関数にはM=N=4∼10次式を用いている．表より変

位，応力ともに収束性は良好であり，高精度の値が得

られていることが分かる．

(2) 平板の熱曲げ

次に，平板の熱曲げ解析を行って要素の精度を調べ

る．計算モデルは，形状比 a/b=1の正方形板で，板

厚を t，ポアソン比は ν=0.3とする．また，温度勾配

は曲げ応力のみが生じるように Tu=−Tl とし，その

温度差を T とする．要素分割をせずに，対称条件を

考慮して板の 1/4領域を 1要素で計算する．

a) 平面シェル要素：　板厚比 t/b=1/100の単純支

持板を計算する．2つの単純支持辺を特異線とした 2

特異線要素4)(図−2を参照)および通常の要素 (非特

異要素)を用いたときの板中央点の変位と応力の解析

解5)に対する誤差 (%)を表−2に示す．なお，計算結

果は次式により無次元化を行っている．

w = wt/(αTb2), σ = σ/(αET )

表より，非特異要素では応力の収束性が悪く，応

力の精度を 1%以下にするためには要素分割が必要な

る．それに対して，特異要素では収束性が良好で，変

位の補間関数にM=N=8次式を用いれば応力の誤差

が 1%以下となっている．

図−2は，相対する 2辺が単純支持され他の 2辺が

固定支持された (SCSC)板の A−A線上 (y=b/2)の

直応力 σxを示したものである．ハイアラーキ要素に

は，M=N=10次式を用いた 2特異線要素を用いてい
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図–2 SCSC板の応力 (平面シェル要素)
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図–3 周面固定支持板の応力 (ソリッド要素)

るが，どの板厚比でもせん断変形を考慮した解析解6)

(図の○印など)と良く一致した値が得られている．

b) ソリッド要素：　図−3は，ソリッド要素により

計算した板厚比 t/b=1/10の周面固定支持板の B−B

線上 (y=15b/32，z=9t/10)の直応力 σx を示したも

ので，2つの固定支持面を特異面とした 2特異面要

素4)，非特異要素，4×4×2分割してM=N=8, L=5

次式を用いた h-p法，20節点要素により 16×16×5分

割した h法7)による図心点応力の値も示している．

図より，非特異要素では応力が振動しているのに対

して，特異要素では要素分割をしなくても h-p法や h

法の図心点応力と良く一致した値が得られている．

以上より，特異要素は応力の収束性を改善し，温度

応力解析に有効であると言える．
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