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1 解析対象 
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亀裂を含む平板や壁体の振動あるいは音響問題の基

礎的な研究として，直線状の亀裂１本(支持線平行で偏
在可能)を持つ長方形板の曲げ振動解析を報告する．こ
のような研究は既に報告されている 1) が、発表者らの

研究 2) は亀裂先端に process zone を構成したもので、
異なる解析法に基づくものである． 
基礎式は薄板の曲げ振動として最も基礎的な式(1)に
基づくものとして，亀裂の長さや中心位置と自由振動

の固有周期との関係を研究する．解は x<0 部の解
w1(x,y,t)と 0<x部の w2(x,y,t)とする． 

図1 解析対象とする平板と亀裂 

ξ

40 

Ｎ ｃ 

＝ 

×μｋ 

μｋ：未定係数 

×μ2 

×μ1 

b a a b 
0),,(22

2

2

=∇∇+
∂

∂
tyxwD

t
w

m j
j

・・・・(1)  
長方形板は周辺で単純支持として， y方向 Ly，ｘ方
向は y軸を挟んで Lx1+Lx2 のサイズとする．亀裂は
図 1 に示すように y 軸上にあり，完全開口部
(Mx=Rx=0)の長さは 2a，Process zone 相当部が両先
端に長さｂとして（この点が本研究の特徴である）設

けられている．自由振動であるから解は次の形とする． 
 
 
 

2 開口の構成 
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・・・・・(2) 図 2 亀裂開口部の形状 
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Process zone を含めた開口部(変位不連続部)の形状
g(ξ)は式(3)と図 2 に示すように区間 2(a+b)長を半周
期とするフーリエ sin 級数 Nc 項で表せるものと仮定
し，その係数(未定係数)をμkとする（2(a+b)区間のみ
を展開の有効区間として採用する ）． 
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解析では Nc≒40程度にしている． 
次に開口を表す基本関数ｇｋの両側に値 0 とする区間
を付加して板のスパン Lyに亘る関数 hｋ(y)を定義してこれをフーリエ sin級数(Ns≒140)に再展開する． 

図 3 板の長さ方向に関する形状 
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すなわち 
 hｋ(y) ＝ 0， 0＜ｙ＜ηｃ－(ａ+ｂ） 
    ＝ｇｋ(η)， ηｃ－(ａ+ｂ)＜ｙ＜ηｃ+(ａ+ｂ) 
    ＝0， ηｃ+（ａ+ｂ）＜ｙ＜Lｙ 

(a)逆対称モード 
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という関数を展開する（図 3参照）．この展開は式(4)となり，スパン
Lyに亘って有効となる． 
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3 開口部の境界条件の導入法 
 ｙ軸上で式(4) の開口（せん断方向或は曲げ方向）を生じさせつつ
断面力は完全に連続する（周辺は単純支持）様なたわみ解は理論的に

導き得た．従って設定した開口 hｋ(y)は、両側の板の連続部(0＜ｙ＜
ηｃ－(ａ+ｂ))と(ηｃ+(ａ+ｂ)＜ｙ＜Ly)においてはフーリエ級数 Ns
項までの精度として連続の境界条件が自動的に満足されている． 
亀裂構成法は，式(5)に示す断面力Ｍx及び Rxの二乗積分値（完全開
口部 (ηｃ－ａ＜ｙ＜ηｃ+ａ)のみで積分）が最小に成るように条件を
設定する．すなわち、せん断方向の開口関数ｇvｋ(y)（拡張して hk(y)）
の未定係数μvｋと曲げ方向の開口関数ｇＧｋ(y)の未定係数μＧｋ(ｋ＝1
～Nc＝40、合計 80個)で偏微分して 0（即ち断面力最小という）にな
るように最小二乗法を活用する． 

(b)対称モード 

図 4 開口部長変化と周期の関係 
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たわみ w1，w2は解析

的に導いたものを用い

るが，式(5)の最小二乗
法による 80 元の行列
の行列式を 0にするよ
うな固有値を繰り返し

計算で導くことになる．

なお，Process zone 相
当部に拘束は設けない． 
4 結果 
板 上 (Ly=100cm ，

2Lx=100cm) に 亀裂
中心： Lx1=80cm， 
Lx2=20cm，実開口部
長 さ ： 2a=30cm ，
Process zone：b=5cmの直線状亀裂１本を中心線上に持つ解の一例を図 4，5に示す． 

(c)等価せん断応力分布 Rｘ 
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ｘ (a)たわみ曲面 ｗ (b)たわみ勾配 ｗｘ 

(d)モーメント分布 Mｘ 

図 5 亀裂を含む板の振動モードと断面力図 
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