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1.1.1.1.    まえがきまえがきまえがきまえがき 近年，構造物の大型化，長大化にともな

い比較的厚い平板や極厚板が用いられる機会が増えてい

る．厚板構造要素では，板厚の増大にともない，厚さ方

向のひずみや応力が無視できなくなり，また面外せん断

変形の影響も顕著に現れてくるため，これらの影響を考

慮できる 3次元弾性論に基づく解析が必要になる．しか

しながら，3次元解析では計算規模に制約を受けるので，

系の未知数を低減できる数値安定性の高い数値解析法の

開発が重要な課題になっている． 

Srivivas ら 4)は，厳密解法を用いて周面単純支持され

た厚板の自由振動解析を行っている．一方，Ritz 法 6)，5)，7)，DQ 法 3)や節点プリズム法 1)が，任意の境界条

件を有する厚板の振動解析に適用されている．また，水澤ら2)と著者ら8)は，半数値解析法であるspline prism

法を用いて，厚板の振動解析を行っているが，境界条件に制約が見られる． 

 本研究では，任意の境界条件を取り扱える B-splin ソリッド要素法を開発する．この方法は，変位場の 

3 方向に B-spline 関数を仮定した新しい離散化手法であり，spline 次数を変化させるだけで，高次の要素モ

デルが容易に導くことができる．本手法を用いて，任意の境界条件を有する等方性厚板の振動解析を行い，

解の収束性，精度比較やロッキング照査について検討し，本手法の有用性について検討を行っている． 
2.2.2.2.    解析手法解析手法解析手法解析手法 ここでは，3次元弾性論とポテンシャルエネルギー最小の原理を用いて，図図図図----1111に示す B-splin

ソリッド要素を導く．また，式の定式化にあたり，以下に示す無次元直交座標系（ ζηξ ,, ）を用いる．ここ

で， hba ,, はそれぞれ厚板の幅，長さと厚さである．    hzbyax /,/,/ === ζηξ      …(1) 
B-spline ソリッド要素内で仮定される ζηξ ,, 方向の変位関数 WVU ,, は，それぞれ次式で仮定する．       

ここで， )(,)(,)( ,,, ζζξ klknkm NNN は正規化

された B-spline， lnmA 等は未定係数，

xx Mki +−= 1 ， yy Mki +−= 1 ， zz Mki +−= 1
である． xM ， yM と zM はそれぞれ ζηξ ,, 方

向の B-spline ソリッド要素の分割数であ
る． 

 厚板の全ポテンシャルエネルギー∏は，ひずみエネルギー pU と運動エネルギーT を用いて次式で与えら
れる．                   TU p −=∏                              …(3) 
したがって，ポテンシャルエネルギー最小の原理を用いれば，次式の固有方程式が得られる． 

[ ] [ ]( ) { } 02 =∆− lnmsjilnmsjilnm MK ω                       …(4) 
ここで， [ ] sjilnmK は剛性マトリックス，[ ] sjilnmM は質量マトリックスであり，ω (rad/sec)は円振動数であ
る．また， [ ] sjilnmK と[ ] sjilnmM は，正値対称性を有し，その大きさは， zyx iii ×××3 になる． 
キーワード B-spline ソリッド要素法，3次元弾性論，等方性厚板，自由振動解析 
〒457-0818  名古屋市南区白水町 40  大同工業大学都市環境デザイン学科 TEL 052-612-5571 
















⋅⋅⋅=

⋅⋅⋅=

⋅⋅⋅=

∑∑∑

∑∑∑

∑∑∑

= = =

= = =

= = =

x y z

x y z

x y z

i

m

i

n

i

l
klknkmlnm

i

m

i

n

i

l
klknkmlnm

i

m

i

n

i

l
klknkmlnm

NNNCW

NNNBV

NNNAU

1 1 1
,,,

1 1 1
,,,

1 1 1
,,,

)()()(),,(

)()()(),,(

)()()(),,(

ζηξζηξ

ζηξζηξ

ζηξζηξ

…(2) 

図図図図----1111 厚板と無次元直交座標系 
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3.3.3.3.    数値計算例及び考察数値計算例及び考察数値計算例及び考察数値計算例及び考察 まず，本手法（BSSEM）の未知数

について示す．図図図図----2222には，未知数の比較が示してある．ここ

で，比較に用いた FEM は，2次の形状関数を有する 27節点ア

イソパラメトリック要素である．これより，要素分割数の増

大にともない，高次の B-splin ソリッド要素を用いても，本

手法の未知数が 50％以下に低減できる． 
3.13.13.13.1    本手法の収束性と精度比較本手法の収束性と精度比較本手法の収束性と精度比較本手法の収束性と精度比較 振動数パラメータは，

Dhbn // 22* ρπω= で定義し， )1(12/ 23 υ−= EhD は板

剛性である．また，厚板の境界条件は，CS-FS のよ

うに表し，それぞれ ξ 軸に垂直な 2 つ境界面

（ 1,0=ξ ）で固定面（C），単純支持面（S）であ

り，η軸に垂直な 2つの境界面（ 1,0=η ）で自由

面（F），単純支持面（S）に相当している． 

表表表表----1111 には，周面固定された正方形厚板（ν

=0.3）の *n の収束性に与える要素分割数 =xM  

yM の影響が示してある．ここで，spline 次数

k-1 は，4 に仮定し，厚さ方向の分割数 zM は 4

に固定して，
yx MM = を 2から 16まで変化させ

ている．これより，本手法を用いれば， =xM  

yM の増大にともない一様な収束性が示され，

Liew らの解 6)と一致した結果が得られている． 

 表表表表----2222には，SS-SS，CC-CC，CF-FF を有する正

方形厚板の精度比較が示してある．ここで，板

厚比 ah / は 0.1 から 0.5 まで変化させている．
また，比較のために，Srinivas らの厳密解 4)お

よび Liew ら 6)，Zhou ら 7)，板倉 5)と McGee ら 10)

の数値解も示してある．これより，本手法で求

めた値は，境界条件や板厚比に関わらず，他の

数値解と非常によく一致した結果を示している． 
 3.23.23.23.2    薄板問題への適用薄板問題への適用薄板問題への適用薄板問題への適用    表表表表----3333 には，本手法

の薄板解析への適用結果が示してある．ここで，

spline 次数は，5とし，厳密積分を採用してい

る．これより，板厚比 ah / ＝0.001 までロッキングを緩和した結果が得られている． 
4.4.4.4.    まとめまとめまとめまとめ 本研究で得られた結果をまとめれば，以下の通りである．1）本手法の未知数は，FEM と比較し

て，50％以下に低減できる．2）本手法は，要素分割数の増大にともない， *n の一様な収束状態を示してい

る．3）本手法により求めた *n は，他の数値解析法により求められた厳密解や数値解と非常によく一致して

いる．4）本手法を用いれば，板厚比 ah / ＝0.001 までロッキングを緩和した解が得られる． 
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1st 2nd 3rd 4th 5th
4 4 1.552 2.442 2.442 2.517 2.517
8 4 1.550 2.440 2.440 2.515 2.515
12 4 1.550 2.440 2.440 2.515 2.515
16 4 1.550 2.440 2.440 2.515 2.515

1.550 2.440 2.440 2.515 2.515

h/a Mx=My Mz
modes

0.5

Liew et al.6)

表表表表----1111 周面固定された正方形厚板の n*の収束性に与える要
素分割数の影響：h/a=0.5,b/a=1.0, k-1=4,Mz=4, 

1st 2nd 3rd 4th 5th
PresentPresentPresentPresent 1.93421.93421.93421.9342 4.62224.62224.62224.6222 4.62224.62224.62224.6222 6.52346.52346.52346.5234 6.52346.52346.52346.5234

Srinivas et al.4) 1.9342 4.6222 4.6222 - -

Liew et al.6) 1.9342 4.6222 4.6222 6.5234 6.5234

PresentPresentPresentPresent 1.77581.77581.77581.7758 3.26173.26173.26173.2617 3.26173.26173.26173.2617 3.89913.89913.89913.8991 3.89913.89913.89913.8991
Srinivas et al. 1.7757 - - 3.8991 3.8991

Liew et al. 1.7758 3.2617 3.2617 3.8991 3.8991
PresentPresentPresentPresent 1.25901.25901.25901.2590 1.30471.30471.30471.3047 1.30471.30471.30471.3047 1.84511.84511.84511.8451 2.33122.33122.33122.3312

Srinivas et al. 1.2590 - - 1.8451 -
Liew et al. 1.2590 1.3047 1.3047 1.8451 2.3312
PresentPresentPresentPresent 3.32123.32123.32123.3212 6.34536.34536.34536.3453 6.34536.34536.34536.3453 8.90258.90258.90258.9025 10.49810.49810.49810.498

Liew et al.6) 3.3215 6.3457 6.3457 8.9030 10.498

Zhou et al.7) 3.3176 6.3389 6.3389 8.8943 10.488
PresentPresentPresentPresent 2.72662.72662.72662.7266 4.77324.77324.77324.7732 4.77324.77324.77324.7732 6.27386.27386.27386.2738 6.27386.27386.27386.2738

Liew et al. 2.7261 4.7725 4.7725 6.2735 6.2735
Zhou et al. 2.7241 4.7696 4.7696 6.2722 6.2722
PresentPresentPresentPresent 1.54961.54961.54961.5496 2.43972.43972.43972.4397 2.43972.43972.43972.4397 2.51512.51512.51512.5151 2.51512.51512.51512.5151

Liew et al. 1.5496 2.4396 2.4396 2.5151 2.5151
Zhou et al. 1.5488 2.4389 2.4389 2.5145 2.5145
PresentPresentPresentPresent 0.348690.348690.348690.34869 0.818540.818540.818540.81854 2.04332.04332.04332.0433 2.20932.20932.20932.2093 2.58822.58822.58822.5882

Itakura5) 0.34895 0.82050 2.0457 2.2149 2.5908
PresentPresentPresentPresent 0.340060.340060.340060.34006 0.747380.747380.747380.74738 1.10661.10661.10661.1066 1.79381.79381.79381.7938 2.28562.28562.28562.2856
Itakura 0.34034 0.74846 1.1095 1.7964 2.2868

McGee et al.
10) 0.34132 0.74367 1.1130 1.7929 2.4001

PresentPresentPresentPresent 0.297330.297330.297330.29733 0.444600.444600.444600.44460 0.526180.526180.526180.52618 1.06571.06571.06571.0657 1.10841.10841.10841.1084
McGee et al. 0.29852 0.44762 0.52500 1.0678 1.1124

B.C h/a Solution method
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表表表表----2222 正方形厚板の n*の精度比較：b/a=1.0, k-1=4, 12×12×4 

表表表表----3333 薄板解析への適用：b/a=1.0, k-1=5, 14×14×2 

1st 2nd 3rd 4th 5th 6th
0.01 1.99991.99991.99991.9999 4.99994.99994.99994.9999 4.99994.99994.99994.9999 7.99967.99967.99967.9996 9.99989.99989.99989.9998 9.99989.99989.99989.9998
0.001 1.99991.99991.99991.9999 4.99994.99994.99994.9999 4.99994.99994.99994.9999 7.99967.99967.99967.9996 9.99989.99989.99989.9998 9.99989.99989.99989.9998
0.0001 2.21772.21772.21772.2177 5.11025.11025.11025.1102 5.12685.12685.12685.1268 8.09418.09418.09418.0941 10.07910.07910.07910.079 10.08810.08810.08810.088

3D,h/a=0.01 Liew et al.
6) 1.9993 4.9956 4.9956 7.9888 9.9826 9.9826

3D,h/a=0.001 Zhou et al.7) 1.9972 4.9999 4.9999 7.9996 9.9995 9.9995

CPT Leissa.
9) 2.0000 5.0000 5.0000 8.0000 10.000 10.000

h/a
modes

Method

PresentPresentPresentPresent

図図図図----2222 未知数の比較 
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