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1. はじめに 
本研究はモンテカルロシミュレーションに分散低

減法を併用して，動的非線形構造系の初通過確率を

算定することを目的としている．ここでは限界状態

をもとに設定された閾値の初通過問題を評価する際

に，構造系の確率過程入力項に，重要サンプリング

関数項を加法形に付加することで破壊領域に達する

サンプル実現過程を高頻度に得る手法を示している．

重要サンプリング関数を付加することで確率測度が

変化する影響は，ギルサノフの定理により評価され，

解析対象構造系の初通過確率が求められる．また，

重要サンプリング関数を与えるために動的非線形構

造系の終端状態制御問題をオンラインで解くことを

提案している． 
２．問題の設定 
構造物の振動方程式は，一般に２階微分方程式で与

えられる．このモデルの状態量を状態空間表示する

ことにより，入力 )(tw をホワイトノイズとする１階

のベクトル微分方程式に帰着させることができる． 

)()()](,[)( twttt
dt

td Gzfz
+=        (1) 

ここで， )(tz はシステムの応答を要素とする状態ベ

クトル， )](,[ tt zf は非線形関数， )(tG は入力関係を規

定する係数ベクトル，さらにホワイトノイズ )(tw は

平均値 0， )()(])()([ τ−δ=τ ttQwtwE T である． 

 ホワイトノイズ )(tw を非線形システムへの入力と

し，非線形システムの出力 )(tz の関数として設定さ

れる性能関数 ))(( tg z が Tt ≤≤0 において負となる確

率を用いて初通過確率 T
fP ,0 が算出される． 

)0,0))(((,0 TttgPP T
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一般に性能関数 ))(( tg z は限界状態をもとに応答ベ

クトル )(tz の関数として与えられるものであるが，

本研究では，式(3)に示すように， Tt ≤≤0 において

)(tz が閾値 dx を超過する場合を構造系の破壊と見

なすこととする． 
)())(( ttg d zxz −=        (3) 

ここで， dx =正定値ベクトルである． 

また，定義関数 ][⋅I を式(4)とすると，初通過確率 T
fP ,0

は，式(5)で与えられる． 
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通常のモンテカルロ法は，式(1)からサンプル実現

過程 Nit i ,,2,1,)( )( L=z を算出し，継続時間 Tt ≤≤0 に

おいて，式(5)を近似的に評価するものである． 
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式(6)を効率よく評価するために，各種の分散低減法

に関する研究が行われている．本研究では，以下に

示すように式(1)における入力 )(tw に重要サンプリン

グ関数項を付加して，高頻度に破壊領域に達するよ

うに応答のサンプル過程をオンライン制御するもの

である． 
３．確率測度変換 
式(1)の )(tw に式(7)に示すように応答を制御する

ための重要サンプリング関数を付加して入力とする．

したがって，式(1)に対応する式(8)の応答を )(~ tz とす

る． 
)()()(~ twttw +θ=           (7) 
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twtt
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式(7)によると入力の確率測度が変換される．この影

響は，尤度比プロセスにより評価される．ギルサノ

フの定理から尤度比プロセス )(tL は，次式で与えら

れる． 
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また，式(9)の )(tL は初期条件 1)0( =L であり，次式を

満たすマーチンゲールである． 

)()()()( twtLt
dt

tdL
θ−=       (10) 

上記の関係を用いれば，式(5)に示した継続時間

Tt ≤≤0 における初通過確率 T
fP ,0 は，尤度比プロセ

スを用いて次式で与えられる．  
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適切な重要サンプリング関数が求められ，式(8)に
もとづいてサンプル実現過程をシミュレートし，式

(6)よりも式(13)により得られる T
fP ,0ˆ の分散が小さ

ければ，効率的な分散低減法となる． 
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ここで， )()( iTL は終端時刻における尤度比プロセス

の値である． 
仮に )()( )()])(~([ ii TLtgI z が非確率的になるような

)(tθ を求めることが可能ならば，理想的な分散低減

法となる．このような )(tθ は，理論的に次式で与え

られる． 
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ここで， Tt
fP , は時刻 t からT における初通過確率の

理論解である． 

式(13)から )(tθ を求めるためには，時刻 t からT に

おける理論解 Tt
fP , が予め既知であることが必要と

なり，実際に式(13)を計算することは困難である．し

たがって式(12)を効率よく評価するためには )(tθ の

与え方が重要である． 
本研究では，継続時間 Tt ≤≤0 の範囲内で応答 
)(~ tz に関して，終端時刻における性能関数の期待値

が次式で与えられる終端状態制御問題を考える． 

0))](~([])()([min
0

=θθ∫ TgEtosubjectdtttE
T T zN (14) 

ここで， N は，重み係数である．  
式(14)は，継続時間おいて )()( tt T θθ N の積分値の期待

値が最小となり，終端時刻において応答が限界状態

に達するような制御入力を，重要サンプリング関数

とする． 
４．数値計算例 
本研究では，以下に示す非線形１自由度系を対象

として解析例を示す. 
)())(),(()(2)( 2

00 twtxtxtxhtx −=φω+ω+ &&&&    (15)  
ここで， )(tw はガウス性ホワイトノイズである． 
非線形復元力特性として式(16)に示す Bouc and 

Wen モデルを採用した． 
nn xxxxxxxxAtxtx ),(),(),())(),(( 1

&&&&&&&& φγ−φφβ−=φ − x  (16) 
ここで，A ，βおよび γ は履歴特性をコントロールす

るパラメータである．また，式(16)において 1=n と

して定式化する．式(15)および式(16)に対して， 
TT tztztztxtxtxtxt )](~)(~)(~[))](),(()()([)( 321=φ= &&z と状態  
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 Fig.１ White Noise and Control Inputs 
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  Fig.2 Displacement Responses  

   Fig.3 First Passage Probabilities 
 

空間表示を行い，式(1)を得た．  
構造系の動特性は 05.0=h ， sec)/(07.70 rad=ω ， 

0.1=A ， 01.0=β および 01.0=γ の系の解析を行った．

また，入力波形は周波数帯域が 0.0 Hz から 10.0 Hz

であり，式(1)において T]0,5.122,0[ −=G として， )(tw

は平均値 0，標準偏差 1 )(gal のガウス性ホワイトノ

イズとした．時間刻み (sec)01.0=∆t ，継続時間

(sec)0.10=T の初通過確率を評価することとした． 
Ｆｉｇ．１は， 01.0=β および 01.0=γ として与えた場

合に，式(1)の変位応答波形の標準偏差σの σ5 を閾値

と設定した場合の制御入力の１サンプル実現過程，

すなわち重要サンプル関数とオリジナルシステムへ

の確率過程入力を示している．Ｆｉｇ．２には，Ｆｉｇ．１に

示した制御入力の有無による変位応答波形を示して

いる．Ｆｉｇ．３には，初通過確率の評価結果を示して

いる．ここでは，提案手法に関して 100 回および 500
回の計算結果とモンテカルロシミュレーション 610

回で得られた基準値と比較しているが，提案手法は

基準値と良好な対応を示していることがわかる． 
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